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VORWORT. 


Es ist wohl kein Zufall, da über Konfigurationen zwar eine aus- 
gedehnte Literatur, aber noch kein Lehrbuch existiert: es fehlt eine 
einheitliche Theorie, die zu einer Gesamtdarstellung des ganzen (ebietes 
einladen kônnte. Ein rein schematisch-kombinatorischer Aufbau kann 
dem geometrischen Gehalt nicht gerecht werden; wählt man aber etwa 
die endlichen komplexen Kollineationsgruppen als Ausgangspunkt, so 
erhält man nur einen kleinen Ausschnitt aus der Gesamtheit der Kon- 
figurationen. Das Fehlen einer einheitlichen Theorie scheint dem Ver- 
fasser die natürliche Folge der Vielgestaltigkeit des Geg'enstandes zu sein, 
und in dieser Vielgestaltigkeit liegt ein eigentümlicher Reiz. Überall, wo 
kombinatorische Methoden in der Geometrie fruchtbar werden, stoBt man 
auf Konfigurationen, und ihr Studium wird so zur Einführung in die kom- 
binatorische Geometrie. Hier zeigt sich besonders schôn der innige Zu- 
sammenhang der Algebra (speziell der Gruppentheorie) mit der Geo- 
metria situs, der Topologie und anderen Teilen der Geometrie. Zwar 
sind den gelehrten Mathematikern diese engen Beziehungen sehr wohl 
bekannt, weniger aber den Mathematikstudenten, die, von der Fülle 
der Spezialgebiete überwältigt, oft verzweifelt nach einem gedanklich 
einigenden Band ausschauen. Auch manchem früheren Studenten, der 
nach den ersten Jahren der Berufstätigkeit wieder AnschluR an die 
mathematische Forschung sucht, wird ein solcher Hinweis auf die enge 
Verknüpftheit groBer Teile der Mathematik von Nutzen sein. An diese 
beiden Klassen von Lesern hat der Verfasser in erster Linie gedacht, 
und aus dieser Einstellung ergab sich naturgemäf ein Aufbau, der ver- 
hältnismälig wenige Vorkenntnisse voraussetzt und eine knappe Auswahl 
des Stoffes — wie sie das Inhaltsverzeichnis aufweist. Eine Fortsetzung 
ist geplant, die manches nachholen soll, was im vorliegenden Bande 
zurückgestellt werden mufte, um einer lückenlosen Darstellung der 
Grundlagen der Flächentopologie (Kap. Il; Kap. VI, $ 10—11; Anhang 
zu Kap. Il) Platz zu lassen. Wer durch dieses Buch für das Studium 
von Konfigurationen gewonnen wird, kann sich leicht an Hand der in 
dem Enzyklopädieartikel von E. Steinitz (vgl. S. 103, 295) angegebenen 
Literatur weiter zurecht finden. Jener Artikel, dem der Verfasser aufer- 
ordentlich viel verdankt, ermôglichte im Text eine starke Beschränkung 
der Literaturangaben über projektive Konfigurationen; auch in den 
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gruppentheoretischen und topologischen Abschnitten ist nicht viel zitiert 
worden; eine gewisse Ergänzung hierzu befindet sich im Anhang. 

Eine angenehme Pflicht bleibt mir zum Schlusse: der Dank für die 
treue Unterstützung bei der Drucklegung. Herr Professor Dr. H. Hasse, 
Herr Privatdozent Dr. R. Baer und Herr Dr. À. Wintner haben mit 
grôRiter Sorgfalt die Korrekturfahnen mitgelesen und liefen mir dabei 
viele sehr wertvolle Bemerkungen zukommen. Bei der Bogenkorrektur 
hatte ich die verständnisvolle Hilfe einer früheren Hôrerin, Frau Marianne 
Baer. An einem Teile der Korrekturen hat freundlicherweise auch Herr 
M. Ziegler mitgewirkt, Die Zeichnung zu Abb. 42 wurde von Herrn 
stud. math. H. Korte entworfen. Allen diesen Mitarbeitern sei hier herzlich 
gedankt, ebenso dem Verlag S. Hirzel für sein weitgehendes Entgegen- 
kommen bei der Drucklegung und die sorgfältige Ausstattung des Buches. 


Oetzsch bei Leipzig, 22. September 1929, 


Friedrich Levi. 
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Grundbegriffe und Bezeichnungen. 


Die Punkte nr (1) 
und die Geraden (Æ) (2), (0) (2) 
bilden zusammen eine 

Konfiguration Dys x (3) 


wenn jeder Punkt (1) mit genau y Geraden (2) und jede Gerade (2) 
mit genau x Punkten (1) inzident!) ist. Die Anzahl der Inzidenzen in 
der Konfiguration (3) beträgt py; denn jeder Punkt liefert genau y In- 
zidenzen. Da aber andererseits jede Gerade x Inzidenzen beiträgt, gibt 
es genau gx Inzidenzen in (3). Folglich 


Py =. (4) 


Die zur Bezeichnung von (3) benutzten Zahlen p, g, x, y sind also 
nicht willkürlich wählbar; andererseits wird aber die Konfiguration auch 
nicht eindeutig durch die vier Zahlen bestimmt. 6,, 6, kann z. B. die 
Ecken und Seiten eines einfachen Sechsecks bedeuten, ebensogut aber 
auch die Ecken und Seiten zweier Dreiecke, Ferner kônnen aus jeder 
Konfiguration andere, zu denselben Bestimmungszahlen gehôrige Kon- 
figurationen durch gewisse Transformationen gewonnen werden; z. B. durch 
beliebige Kollineationen der Ebene, oder durch stetige Bewegung ein- 
zelner Geraden der Figur innerhalb gewisser Grenzen. Es mu also zu- 
nächst festgelegt werden, wann zwei Konfigurationen wesentlich ver- 
schieden sind und wann sie als ,äquivalent“ gelten sollen. 

Definition. ,Uie Konfigurationen K,; und K, sind äquivalent, wenn man 
jedem Punkt von K,; einen Punkt von K,, jeder Geraden von K, eine (erade 
von K, in ein-eindeutiger Weise so zuordnen kann, da inzidenten Elementen in K, 
wieder inzidente Elemente in K, entsprechen und umgekehrt.‘ 


Jede Konfiguration ist also zu sich selbst äquivalent (Reflexivität des 
Âquivalenzbegriffes). Ist K, äquivalent zu K,, so ist K, äquivalent zu K, 


1) Punkt und Gerade sind ,inzident“, wenn der Punkt auf der Geraden liegt. Entsprechend 
ist die Inzidenz in anderen Fällen zu verstehen (Gerade und Ebene, Punkt und Kegelschnitt uswr.). 
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9 Einleitung. 


(Symmetrie). Ist K; äquivalent zu K,, K, äquivalent zu K3, so ist K; 
äquivalent zu K, (Transitivität). Immer, wenn eine Beziehung — wie 
hier die Âquivalenz — die drei Eigenschaften: Reflexivität, Symmetrie, 
Transitivität besitzt, ermôglicht sie die Bildung von Klassen, Jede 
Konfiguration soll mit allen zu ihr äquivalenten zu einer Klasse (Aqui- 
valenzklasse) vereinigt werden. Dann gehôürt jede Konfiguration zu genau 
einer Klasse, und zwei Konfigurationen sind dann und nur dann äqui- 
valent, wenn sie zur selben Klasse gehôren. Es handelt sich zunächst 
um die Charakterisierung der Âquivalenzklassen und um den Nachweis 
solcher Eigenschaften, die allen Konfigurationen einer Klasse gemein- 
sam sind. 

Um die Âdquivalenzklassen zu charakterisieren, ordnet man in den 
äquivalenten Konfigurationen immer entsprechenden Punkten (bzw. Ge- 
raden) dieselben Zeichen (1) [bzw. (2)] zu. Die p, g, x, y haben in 
äquivalenten Konfigurationen dieselben Zahlwerte. Man kann jetzt unter 
jedes Zeichen der Zeile 


(2), (2), -.., (9) (2) 


in beliebiger Reïhenfolge in eine Spalte die x Punkte (1) eintragen, die 
mit der am Kopf der Spalte angegebenen Geraden inzident sind. Adqui- 
valente Konfigurationen liefern dabei zu jeder Geraden (») dieselbe Spalte. 
Gehôren andererseits zu zwei Konfigurationen solche Tabellen, deren Spalten 
paarweise übereinstimmen, so sind die Konfigurationen äquivalent; man 
braucht nämlich nur die jeweils mit der gleichen Ziffer bezeichneten 
Punkte und die zu gleichen Spalten gehôrigen Geraden aufeinander zu 
beziehen, um eine ein-eindeutige Relation der Punkte und der Geraden 
beider Konfigurationen zu erhalten, bei der inzidente Elemente wieder 
inzidenten entsprechen. Eine solche Tabelle charakterisiert also die 
Aquivalenzklasse eindeutig. Allerdings ist sie selbst nicht eindeutig 
durch die Aquivalenzklasse bestimmt; denn bei ihrer Konstruktion war 
noch willkürlich die Zuordnung der Zeichen (1) und (2) zu den Punkten 
und Geraden, sowie die Anordnung der Zeichen in jeder Spalte, Es 
kommen also p!gl(xl) Anordnungen in Betracht, die aber nicht immer 
wirklich verschiedene Tabellen liefern, Die aus den Ecken und Seiten 


eines Dreiecks bestehende Konfiguration 3,, 3, kann z. B. durch die 
Tabelle 


CO 
{2} {3} {1} (6) 
{3} {1} {2} 
dargestellt werden; die 6-6.8 môglichen Vertauschungen ergeben aber 
nur 48 verschiedene Tabellen. 


In einer Tabelle von p,, g, kommt jedes Zeichen {»} in genau y Spalten 
und in jeder nur einmal vor: es sind das die Spalten, die zu den Geraden 
gehGôren, die mit {y} inzident sind. Schreibt man eine Tabelle auf, in 
deren Kopfzeile die Zeichen {»} der Konfigurationspunkte stehen und in 
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der spaltenweise die mit {»} inzidenten (Geraden notiert sind, so hat man 
dadurch eine zweite Charakterisierung der Klassen äquivalenter Kon- 
figurationen gewonnen. 

Es ist erwünscht, über eine Darstellungsform zu verfügen, in der weder 
die Punkte noch die Geraden ausgezeichnet sind und auch die Benennung 
der Elemente keine wesentliche Rolle spielt, Das leistet die im folgenden 
beschriebene Inzidenztafel:). 

Sie besteht aus einem rechteckigen Schema (Matrix) von p Zeilen und 
g Spalten. Die Zeilen entsprechen den Punkten (1), die Spalten den 
Geraden (2) der Konfiguration (3). Ist der Punkt {v} mit der Geraden (u) 
inzident, so steht in der Y-ten 
Zeile an u-ter Stelle das Inzidenz- 
zeichen X; anderenfalls ein Punkt, 
oder die Stelle bleibt leer. 

Die Inzidenztafel charakteri- 
siert eindeutig die Klassen äqui- 
valenter Konfigurationen. Zu 
jeder Numerierung der Punkte 
und der Geraden einer Konf- 
guration gehôrt eindeutig eine 
Inzidenztafel; jeder Umnume- 
rierung der Punkte (Geraden) 
entspricht eine Vertauschung der 
Zeilen (Spalten) der Inzidenztafel 
und umgekehrt. Den Kilassen 
äquivalenter Konfigurationenent- 
sprechen die Inzidenztafeln bis 
auf willkürliche Vertauschungen ADR 
der Zeilen miteinander und ebenso 
der Spalten jeweils eindeutig. Nennt man also Inzidenztafeln äquivalent, 
wenn sie durch Zeiïilenvertauschungen und Spaltenvertauschungen aus- 
einander hervorgehen, so genügt diese Âquivalenz den Gesetzen der 
Reflexivitat, Symmetrie und Transitivität (vel. S. 1 u. 2); es gibt also 
Klassen äquivalenter Inzidenztafeln, und man kann das EÉrgebnis dieser 
Überlegungen so formulieren: 


1) Algebraisch kann man eine Inzidenztafel sich folgendermalen entstanden denken: X eine 
Matrix von 8 Spalten und p Zeilen; in der »-ten Zeile stehen die Koordinaten 2 œ 6 14 
des Punktes {>}; U eine Matrix von 3 Zeilen und g Spalten; in der w-ten Spalte stehen (unter- 
einander) uw, uf, uf, die Koordinaten der Geraden (x). Die Matrix J—X-U hat in der 


y-ten Zeile an wu-ter Stelle das Element dy p = % uË + æ, Es uk. Ersetzt man in J 
die auy = 0 durch X und die Guy O0 durch Punkte, so entsteht die Inzidenztafel der 
Punkte {»} und Geraden (uw). Dies gilt auch dann, wenn es sich nicht um eine Konfguration, 
sondern um eine beliebige aus p Punkten und g Geraden zusammengesetzte Figur handelt. 
Entnimmt man die Inzidenztafel einer gegebenen Figur, so ist es zweckmäfig, die linke Eingangs- 
spalte mit den Namen der Punkte, die Kopizeile mit den Namen der Cbriien zu beschriften; 
ist dann Punkt À und Gerade b inzident, so ist an die Schnittstelle der Zeile À und 
Spalte b das X einzutragen, 


1* 


4 Einleitung. 


Satz 1. ,,Die Klassen üäquivalenter Konfigurationen entsprechen ein-eindeutia den 
Klassen äquivalenter Inzidenztafeln." 


Die Inzidenztafeln von p,, g, haben folgende Eigenschaften: 


1. Es gibt p Zeilen, g Spalten. 
9. In jeder Zeile gibt es y Inzidenzzeichen, in jeder Spalte x Inzidenz- 
zeichen (die Gesamtzahl der X ist also py — gx). 


3. An einem Rechteck, dessen Seiten von Zeilen und Spalten einer 
Inzidenztafel gebildet werden, kônnen niemals alle vier Ecken mit 
dem Inzidenzzeichen besetzt sein. 


Die Eigenschaft 3 ist die unmittelbare Folge davon, dak zwei verschiedene 
(Geraden sich in hôchstens einem Punkte schneiden. Diese dreiEigenschaîften 
bleiben erhalten, wenn man Zeilen- oder Spaltenvertauschung'en vornimmt; 
sie kommen also immer einer Klasse äquivalenter Inzidenztafeln zu oder 
nicht zu. Jede Klasse von Inzidenztafeln, der die drei Eigenschaîften zu- 
kommen, wird schematische Punkt-Geraden-Konfiguration p,, 9, genannt, 
und jede Konfiguration von Punkten und Geraden, die zu diesen Inzidenz- 
tafeln gehôrt, heift geometrische Realisierung der schematischen Kon- 
figuration. 

Nicht jede schematische Konfiguration läft sich realisieren. Gibt es 
aber eine Realisierung im Raume von #=3 Dimensionen, so kann man 
durch Projizieren und Schneiden eine Realisierung in einem Raume von 
n — 1 Dimensionen, also auch eine Realisierung in der Ebene herstellen. 
Nichtinzidente Punkte und Geraden einer gegebenen Konfiguration be- 
stimmen nämlich nur endlich viele Verbindungsebenen. Deshalb g'ibt es im 
n-dimensionalen projektiven Raume einen Punkt S, der mit keiner solchen 
Ebene inzident ist und eine (n — 1)-dimensionale (Hyper)-Ebene Z, die nicht 
durch $ geht. Die Projektion der Konfiguration aus $ nach Æ liefert 
dann eine äquivalente Konfiguration im Raume von n — 1 Dimensionen. 
Die Realisierung im Raume erleichtert zuweiïlen die Auffindung von 
Konfigurationen und den Überblick über diese (vgl. das Beispiel S. 6). 
Dagegen ist der Nachweis der Unmôglichkeit der Realisierung oft in 
der Ebene leichter zu führen, da die Konstruktionsmôglichkeiten in der 
Ebene stärker beschränkt sind (vgl. die Beispiele 7, und 8, Kap. Ill $ 2 u. $ 3, 
wo schon Methoden der Flächentopologie zum Nachweis der Unmôglich- 
keit ausreichen);, eine in der Ebene nicht realisierbare Punkt-Geraden- 
Konfiguration ist aber auch im Raume unmôglich. Ferner kann man 
in der Ebene leicht aus jeder Konfiguration die sogenannte reziproke 
ableiten. Wählt man nämlich einen willkürlichen Kegelschnitt in der 
Ebene und konstruiert zu den » Punkten der Konfiguration die Polaren 
und zu den g Geraden die Pole hinsichtlich des Kegelschnittes, so ent- 
steht eine Konfiguration g,, p,. Ihre Punkte (Geraden) Sn auf die 
Geraden (Punkte) der ersten Konfiguration so ein-eindeutig bezogen, daf 
inzidenten Elementen wieder inzidente Elemente entsprechen. Paire von 
Konfigurationen mit dieser Eigenschaft werden als reziprok bezeichnet 
Man kann jetzt aber nicht etwa Klassen reziproker Konfigurationen 
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bilden; denn die Gesetze der Reflexivität und Transitivität sind hier nicht 
allgemeingültig; sind zwei Konfigurationen zu einer dritten reziprok, so 


sind sie zueinander äquivalent. Diese Beziehung läfit sich zusammen mit 
ihrer Umkehrung so formulieren: 


sGrelten ewei von den Aussagen: K; reziprok K,, K; reziprok K}, K, äqui- 
h * : 2 2 
valent K,, so gelten alle drei Aussagen.“ 


Sind daher KX,, K,, K, paarweise reziprok, so sind sie auch paarweise 
äquivalent und daher jedes zu sich selbst reziprok. Das ist aber nur 
môglich, wenn p—g, y—x ist; aber diese Bedingung ist noch nicht 
hinreichend (vgl. das Beispiel S. 8). Eine Konfiguration ist dann und 
nur dann zu sich selbst reziprok, wenn man jedem Konfigurationspunkte 
{v} eine Konfigurationsgerade (m,) und jeder Konfigurationsgeraden (u) 
einen Konfigurationspunkt {n,} so ein-eindeutig entsprechen lassen kann, 
da {y} und (4) dann und nur dann inzident sind, wenn (m,) und {n,} 
inzident sind. Ordnet man die Zeilen und Spalten 


zuerst so, daB die »-te Zeile zu {v}, die u-te Spalte zu (u) gehôrt und 
dann so, daf die u-te Zeile zu {n,}, die »-te Spalte zu (m,) gehôrt, 


so gehen die beiden zugehGrigen Inzidenztafeln durch Spiegelung an der 
Hauptdiagonale in einander über, sind also zueinander ,symmetrisch“; 
denn einem X an w-ter Stelle in der v-ten Zeile der ersten Tafel entspricht 
jeweils ein X an »-ter Stelle der u-ten Zeile in der zweiten. Gehôren anderer- 
seits zu einer Konfiguration zwei zu einander symmetrische Inzidenztafeln, 
so braucht man nur die Zeilen und Spalten der ersten Tafel auf die 
Spalten und Zeilen der zweiten jeweils in ihrer natürlichen Reïhenfolge 
zu beziehen; dann erhält man eine Selbstreziprozität der Konfiguration. 
Also : 


Satz 2. ,Eine Konfiguration ist dann und nur dann zu sich selbst reziprok, 
wenn man durch Vertauschung der Zeilen untereinander und der Spalten unter- 
einander eine zugehürige Inzidenztafel in die zu hr symmetrische verwandeln 
kann.“ 

Man kann die Selbstreziprozität einer Konfiguration durch eine Inzidenz- 
tafel darstellen, in der jeweils die zur »-ten Spalte gehôrige Gerade durch 
die Reziprozität aus dem zur »-ten Zeile gehôrigen Punkte hervorgegangen 
ist. Also: gehôürt die »-te Zeile zu {v}, so gehôrt die »-te Spalte zu (m,). 
Dann braucht aber keineswegs die zur »-ten Spalte gehôrige Gerade durch 
die betrachtete Reziprozität auch in den zur »-ten Zeile gehôrigen Punkt 
überzugehen; bhierfür ist vielmehr notwendig und bhinreichend, dal 
{v} = {nm} ist. In dem besonderen Falle, da8 dies für alle » gilt, soll 
die Selbstreziprozität involutorisch genannt werden. Die zu einer in- 
volutorischen Selbstreziprozität gehôrige Inzidenztafel ist aber mit der 
symmetrischen identisch d. h. in sich symmetrisch, und es gilt für sie 
daher auch (u) = (Mn). Also: 


Satz 3. ,Æine Selbstreziproziät ist dann und nur dann involutorisch, wenn die 
zugehôrige Insidenztafel in sich symmetrisch st. 


6 Einleitung. 


Die Konfiguration 3,, 3, des Dreiecks besitzt — wie man leicht erkennen 
kann — sechs Selbstreziprozitäten, darunter vier involutorische. 

Haben die beiden Konfigurationen K’— g. und K"— P, g! kein 
Konfigurationselement gemeinsam, so bilden sie zusammen eine Kon- 
figuration K — (p° + p’},, (9 + 9')x = Py, Ja Wählt man in einer [nzidenz- 
tafel von K die ersten y» Zeilen und die ersten g Spalten aus K”, 
so kommen Inzidenzzeichen nur in zwei Rechtecken von y’ Zeilen und g 
Spalten und von (p—) Zeilen und (g—g') Spalten vor. Kann man 
andererseits die Zeilen und Spalten einer Inzidenztafel p,, g, So umordnen, 
daB die Inzidenzzeichen sich in der angegebenen Weise gruppieren, so 
bilden die p ersten Punkte mit den g’ ersten Geraden (entsprechend 
die übrigen Punkte und Geraden) eine Konfiguration D, g”; es ist also 
pig =nx:y—=p:g. Eine solche Konfiguration heiïlit zerlegbar, im anderen 
Fall ist sie zusammenhängend. Jedes Konfigurationselement gehôrt genau 
einer zusammenhängenden Teilkonfiguration an. Gehôrt nämlich Punkt 
P zu einer Teilkonfiguration, so gehôren auch alle y durch P gehenden 
Geraden dazu, ferner alle mit diesen inzidenten Punkte usw., schlieflich 
alle Elemente der Konfiguration, die man von P aus erreichen kann 
durch eine Folge von Elementen der Konfiguration, in der jedes Element 
mit dem vorangehenden inzident ist. Die so von P aus erreichbaren 
Konfigurationselemente sind aber mit keinem nicht erreichbaren Element 
inzident, bilden also eine Teïilkonfiguration X, und jede andere Teilkon- 
figuration K”, die P enthält, mul K enthalten, ist also zerlegbar. Zu- 
sammengefakt: 


Satz 4. ,Jede Konfiguration p,, 9, läfit sich auf eine und nur eine Weise in 
zusammenhängende Teilkonfigurationen zerlegen. 


Satz 5. ,Eine Konfiguration p,, 9, ist dann und nur dann zerlegbar, wenn sie 
eine Inzidenztafel besitet, in der die p' ersten Zeilen nur innerhalb der 9’ 
ersten Stellen (0 << p <p; 0 <g' Lg), die p —p' letzten Zeilen nur inner- 
halb der g—g" letsten Stellen Inzidenzzeichen aufweisen. 


Die Sâtze 1, 2, 3, 5 geben an, wie man wichtige Eigenschaften einer 
Konfiguration an Hand der Inzidenztafel nachweisen kann. Bei grôBeren 
Zahlen p und g wird dieser Nachweis aber sehr umständlich, da pl gl! 
Vertauschungen der Zeilen und Spalten durchzuprobieren sind. In vielen 
Fällen empfiehlt sich deshalb eine Art Parameterdarstellung der Konfi- 
guration; es werden dabei die Punkte und Geraden durch (ganzzahlige) 
Parameter dargestellt und zwar so, dal Inzidenz immer dann auftritt, 
wenn die zu den betreffenden Konfigurationselementen gehôrigen Para- 
meter in einer gewissen einfachen Beziehung stehen. Ein Beispiel wird 
das näher erläutern. 

Beispiel 1. Teilt man jede Kante eines Würfels in n —1 gleiche Teile 
und legt durch die Teilungspunkte Parallelebenen zu den Würfelfläichen 
so entsteht ein System von #* Schnittpunkten und 3 n° SChntE en 
die eine Konfiguration (n'),, (3 n°), bilden. Bei geeigneter Wahl des 
Koordinatensystems nehmen die Koordinaten {x, y, 2} der Konfigurations- 
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punkte genau alle Kombinationen der Zahlen 1,2, ...,n an. Diese drei 
Koordinaten sind die ,Parameter“ der Konfiguration. Die drei Geraden 
durch den Punkt {a, b, c} heifien 


(x, b, c), (a, +, c), (a, b, *), 


je nachdem sie parallel zur æ-Achse, y-Achse, z-Achse sind. Füllt man 
in einem Symbol für eine Gerade die ,Leerstelle“ x nacheinander mit 
den Zahlen 1, 2, ..., n aus, so erhält man genau die » Punkte, die 
mit der Geraden inzident sind. Benachbarte (d. h. mit der selben Ge- 
raden inzidente) Punkte haben daher zwei gleiche Parameter [z.B. {a, b, c} 
und {a,b,c'}]; benachbarte Geraden haben einen gleichen Parameter 
und verschiedene Leerstellen [z. B. (a, b,*) und (a, *, c)]} Zwei Punkte 
mit gemeinsamem Nachbarpunkt haben einen gemeinsamen Parameter 
[{a, b, c} und {a, b’, c'}], und zwar gibt es dann immer genau zwei gemein- 
same Nachbarpunkte [{a, b’, c} und {a, b, c'}]; zwei Geraden mit gemein- 
samer Nachbargeraden haben entweder verschiedene Leerstellen und 
verschiedene Parameterwerte [(a, x, c) und (+, b, c’)], dann gibt es nur 
eine gemeinsame Nachbargerade [(a, b, «|, oder sie haben dieselbe Leer- 
stelle und einen gemeinsamen Parameterwert [(a, b, x) und (a, b’, *)]; dann 
gibt es g'enau n gemeinsame Nachbargeraden [(a, x, c), wobei c—1, 2,...,n]. 
Da bei einer Reziprozität Nachbarelemente wieder in Nachbarelemente 
übergehen müssen, ist diese Konfiguration — auch im Falle n — 3, also 
p = g—27 — nicht zu sich selbst reziprok. Führt man den Würfel durch 
Drehung oder Spiegelung in sich selbst über, so geht die ganze Kon- 
figuration in sich selbst über und zwar Punkte in Punkte, Geraden in 
Geraden, inzidente Elemente wieder in inzidente. 

Dieses Beispiel führt zur Betrachtung der Automorphismen der Kon- 
figuration. Ein Automorphismus ist eine ein-eindeutige Abbildung der 
Konfiguration auf sich selbst, bei der jedes Paar inzidenter Elemente 
wieder auf ein solches abgebildet wird. Gehen die Punkte in Punkte 
über, so ist der Automorphismus eine Aquivalenz“, Da hierbei Nachbar- 
elemente wieder in solche übergehen müssen, also z. B. zwei Geraden, 
die x» oder 0 gemeinsame Nachbarn haben, wieder in solche, so kônnen 
im Beispiel 1 zwei Geraden mit einem gemeinsamen Parameterwert nur 
wieder in solche übergehen. Die zulässigen Vertauschungen der Geraden 
kônnen also nur hervorgerufen werden durch Vertauschungen der x Werte 
eines Parameters und durch Vertauschungen der drei Parameter. Die 
zulässigen Vertauschungen der Geraden bestimmen eindeutig!) die Ver- 
tauschungen der Punkte. Jede der so erzeugten (n1)*:3! Vertauschungen 
bestimmt einen Automorphismus der Konfiguration. 

Die Âquivalenzen der Konfigurationen führen jede Inzidenztafel in 
sich selbst über; andererseits gehôrt zu jeder Vertauschung der Zeilen 
(unter sich) und der Spalten (unter sich) einer Inzidenztaiel, die diese 
Tafel im Ergebnis unverändert läfit, eine Abbildung der Punkte auf die 


1) Dies gilt für alle Konfigurationen auber den (trivialen) p;, 9x. 


8 Einleitung. 


Punkte und der Geraden auf die Geraden der Konfiguration, die inzi- 
dente Elemente auf inzidente abbildet, also eine Aquivalenz. Die plgl 
zulässigen Vertauschungen liefern jede Inzidenztafel daher gleich oft. 


Also: 


Satz 6. ,1st N die Anzahl der verschiedenen Aquivalenzen einer Konfiguration, 
so gehôren zu dieser (pl gl): N verschiedene äquivalente Inzidenztafeln.* 


Im Beispiel 1 kann man jeden Punkt durch einen Automorphismus in 
jeden anderen Punkt der Konfiguration überführen. Alle Konfigurations- 
punkte sind hier gleïichberechtigt. Dasselbe gilt von den Geraden und auch 
von den Inzidenzen (Paaren inzidenter Punkte und Geraden). Nicht alle 
Konfigurationen haben diese Eigenschaft; sind aber in einer Figur von 
endlich vielen Punkten und Geraden alle Punkte gleichberechtigt und 
alle Geraden gleichberechtigt, so ist die Figur eine Konfiguration. 


Beispiel 21). (Alle Punkte gleichberechtigt, aber nicht alle Geraden.) 
Ein vollständiges Vierseit (Konfiguration 6,, 4,;) werde durch Parallel- 
projektion in drei parallele Ebenen projiziert. Die drei Projektionen 
bilden zusammen mit den sechs Projektionsstrahlen eine 18,, 18,. Zu 
jeder projizierten Geraden gehôren genau zwei andere, die mit ihr jeweils 
drei gemeinsame Nachbargeraden haben; zu jedem Projektionsstrahl ge- 
hôren aber fünf solche Geraden (die anderen Projektionsstrahlen). Es 
kônnen also projizierte Geraden nicht mit Projektionsstrahlen gleich- 
berechtigt sein. Beliebige Vertauschungen der 6,, 4, und der drei 
Ebenen liefern Automorphismen der Konfiguration; durch sie kann man 
jeden Konfigurationspunkt in jeden anderen überführen. N —4!3! Die 
Konfiguration ist zusammenhängend. 

Sind in einer zerlegbaren Konfiguration alle Punkte (oder Geraden) 
gleichberechtigt, so gilt dasselbe für alle (zerlegbaren und zusammen- 
hängenden) Teilkonfigurationen, Die Umkehrung ist nicht richtig. 

Die Automorphismen einer Konfiguration haben die Eigenschaîft, daf 
zwei solche Abbildungen hintereinander ausgeführt wieder einen Auto- 
morphismus ergeben. Sie bilden ein in sich abgeschlossenes System, 
das als ,Gruppe“ bezeichnet wird (genaue Definition in Kap.I, $1, S. 10). — 
Der Gruppenbegriff gehôrt zu den wichtigsten und zugleich einfachsten 
Begriffen der gegenwärtigen Mathematik; vorzüglich in der Algebra 
und der Geometrie, neuerdings auch in der Physik hat er seine klärende 
Kraît bewiesen, Die Konfigurationen sind durch viele Beziehungen eng 
mit der Gruppentheorie verwachsen und bieten schône Môglichkeiten 
zur geometrischen Darstellung von Gruppen. 

Es war bisher nur von Punkt-Geraden-Konfigurationen Pr In die 
Rede. Der Konfigurationsbegriff läBt sich aber viel allgemeiner fassen. 
Zunächst kann man statt der Punkte und Geraden andere geometrische 
Gebilde einführen, zwischen denen die ,Inzidenz“ definiert ist (Ebenen, 


1) Vgl. E. Steinitz, Über Konfigurationen. Arch. d. Math. u. Phys. (3.) 16 1910 
£ £ g | SE "ls (0: À S. ù 
Hierzu Figur auf S, 8. ee de 
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Hyperebenen, Kreise, Kugeln, Kegelschnitte), Zuweilen werden in diesem 
Buche auch Konfigurationen betrachtet, die aus den Grundelementen 
der Flächentopologie zusammengesetzt sind. In diesen Fällen ist zunächst 
festzulegen, welche Beziehung an die Stelle der Inzidenz tritt, Eine 
Inzidenztafel läfBt sich in allen diesen Fällen aufstellen: da aber im all- 
gemeinen zwei Elemente der einen Art (z. B. ,Punkte“) mit mehr als 
einem Element der anderen Art (z. B. ,Ebenen“) gleichzeitig inzident sein 
kônnen, ist die dritte Bedingung für die Inzidenztafeln (vel. S. 4) durch 
eine jeweils sinngemäB abgeänderte Bedingung zu ersetzen. Man kann 
auch Konfigurationen von unendlich vielen Elementen betrachten (z. B. 
die Polygonnetze Kap. VI, $ 8); läft man dabei auch y und x unendlich 
werden, so beschränkt man sich zweckmälig auf die Fälle, in denen alle 
gleichartigen Konfigurationselemente einander gleichberechtigt sind (Netze 
von Punkten und Geraden., Kap. Ill, $ 7). 

Endlich kann man aber auch Konfigurationen betrachten, die aus 
Elementen von mehr als zwei Arten zusammengesetzt sind; z. B. « Punkten, 
a” Geraden, a” Ebenen. Jeder Punkt sei mit »” Geraden »”” Ebenen, 
jede Gerade mit », Punkten »” Ebenen, jede Ebene mit »! Punkten 
v” Geraden inzident. Dann handelt es sich um eine Konfiguration 

PR N A PTT (37) 


[14 ’ V4 1 
V1 571 Va » V2 V3 > V3 


Die Abzählung der Inzidenzen ergibt dann 


a v a y’: a 3 VIRE a”’ y’: a” nv = a y: oder 
a à 2 1 2 3 
l@’ 74 a” GA U a & . 
NZ y’ y”! TE = Je 4 = 0 . (4 ) 
[}e 1 | | D DE: | 1 al 


Ergänzt man z. B. das Beispiel 1 auf S.6 durch Hinzufügung der 3n 
durch die Konfigurationspunkte gehenden mit den Würfelseiten par- 
allelen Ebenen, so erhält man eine 


(nas, (BR )n2s (BN)n,an: 


Für Konfigurationen, die aus mehr als drei Arten von Elementen zu- 
sammengefügt sind, gelten ganz entsprechende Formeln. 


KapitelT 
Aus der Gruppentheorie ‘). 


S 1. Defnitionen. 


Zu einer Gruppe À von der Ordnung * gehôren: 


1. n irgendwie definierte mathematische Gebilde 
G; LE AC | Un) (1) 


die Elemente der Gruppe, 


2, ein Kompositionsgesetz, kraft dessen man aus den Elementen à; 
und a; von (1) ein drittes, 


das Produkt Gi: x = & (2) 


ableiten kann. Die Komposition mufi den nachfolgenden Axiomen 
I und II genügen. Die Reïhenfolge von a; und a; auf der linken 
Seite von (2) ist wesentlich. 


Die Gruppenelemente kônnen als beliebige Gebilde oder Operationen 
definiert sein, etwa als Zahlen, Punkte, Drehungen, Spiegelungen, Kolli- 
neationen oder sonstige Vertauschungen; es kommt in der abstrakten 
Gruppentheorie auf die Bedeutung der Elemente gar nicht an, man kann 
sie sogar als Symbole ohne Sinn, lediglich als Zeichen ansehen. Die 
Axiome der Komposition lauten: 


L. Setzt man in (2) für irgend zwei der auftretenden Symbole à;, 4, & 
Elemente aus (1) ein, so ist durch (2) das dritte Symbol eindeutig als 
Element von (1) bestimmt. 


IT. Assoziatives G'esetz: (ai: ax): am = @i* (ax* 4m). 


Axiom Î sagt in anderen Worten aus, dal die Komposition zweier 
Gruppenelemente in bestimmter Reïhenfolge stets genau ein Gruppen- 
element liefert und dasselbe für die Umkehrung der Komposition gilt. 


1) Dieses Kapitel enthält eine zusammengefaite Darstellung der Eigenschaften von Gruppen 
die für die später zu behandelnden Konfigurationen von Wichtigkeit sind, Leser, die mit der 
Gruppentheorie genügend vertraut sind und dieses Kapitel überschlagen kônnen, seien ausdrücklich 
anf die in $ 5 angegebenen Bezeichnungsmethoden hingewiesen, 


$ 1. Definitionen, ip 


Man kann aus diesem Satze allein schon eine wichtige Folgerung 
ziehen: 


dia Qi. ist erfüllt durch + — a,; wegen I gibt es genau eine Lôsung 
der Gleichung a = a;-x; also ist æ = ay. 

Ga = = ya ist erfüllt durch y = a; wegen I gibt es genau eine Lôsung 
der Gleichung a — y-a; also ist y = &. 


Man kann also linksseitig (rechtsseitig) , kürzent, 


Aus Axiom II folgt, da man in Ausdrücken, die aus mehreren mit- 
einander komponierten Gruppenelementen bestehen (und deshalb immer 
selbst ein solches Element darstellen), alle Klammern fortlassen kann; 
dagegen darf man nicht ohne weiteres die Reihenfolge der Elemente 
vertauschen. Tritt der Fall ein, dal @;-ax — ay-@; ist, so heïBen a; und az 
vertauschbar. 

Es gibt in jeder Gruppe ein besonders ausg'ezeichnetes Element, das 
mit jedem Element der Gruppe vertauschbar ist, 


Nach Axiom I wird nämlich 1; 
durch die Gleichung': Ml —= 0, definiert: daher 
diel;- a; = &-d;, also 
linksseitig” gekürzt: Las 1; und a; vertauschbar: 
für beliebiges a; gilt: ali Qi = az, 
rechtsseitig gekürzt: ag: li = @, 
also: List 


Die so definierte Gruppeneinheit oder Gruppeneins 1 darf natürlich 
nicht mit der Zahl 1 verwechselt werden, Die vorangegangenenRechnungen 
ergeben den Satz: 


Satz 1. ,Jede Gruppe À enthält ein Element 1 (Gruppeneins), das mit jedem 
Element a von À vertauschbar ist und die 2n Gleichungen 


a1—a—=Î.a (3) 
erfülli. 
Potenzen werden bei der Komposition der Gruppenelementeentsprechend 
definiert, wie bei der Multiplikation von Zahlen. 


DL AG 4 — 4-4, :.., a ur: (4) 


ferner ist a*— a*-i.ai (0<i<k), Diese Formel ist nämlich richtig für 
k — 0 und für beliebiges k, wenn 2 — 0 oder k; gilt die Formel aber für 
k — k’ und 0<2<k£, so ist É 


ati gea— al tea. a = ar +0-6+1). qiti = g&+D-i. qi (0 <j LK + 1). 


Da die Formel aber für j— 0 gilt, ist sie dann auch für 0£ÿj=<k"+1 
richtig, daher nach dem Satz von der vollständigen Induktion allgemein 


gültig. 
Also : a“: a? — a“+À — a? dé. (4) 


115) Kap.I. Aus der Gruppentheorie, 


Die nullte Potenz und die negativen Potenzen von a werden definiert 
durch: 


AE Te ET = 1. (5) 
Hieraus folgt a-*.a*-.a-* —= a *, also a*-a * = 1. 
Ferner ist a-2.a-".a*t4= g-4.a "#.a*.0} —1, also a“-a 1 — 9 @r), 
Es sei x > À; dann ist da -*.at.a 4 = 1—= 0-a#-a*7}.(a/.a À), 
folglich gilt a*.a 4= a und al.a-* = ax, 


(4) gilt also für beliebige ganze x und À (£0). Die Formel (a) = a”? 
mit denselben Hilfsmitteln zu beweisen, bleibe dem Leser überlassen. 
Da Ÿ nur n verschiedene Elemente hat, kônnen die Potenzen (4), sobald 
k>n, nicht mehr alle verschieden sein. Es seia?= a (q>p). Dann ist 
a-P.a? = 1-4? und daher aî-?—1. Es gibt also positive Potenzen von a, 
die der Gruppeneins gleich sind, » sei die kleinste positive Zahl, für 
die gilt: a —1. y» heiBt die Ordnung von a Dann ist für jedes ganze 
s=Urauchod et 


Ist andererseits a" — 1, m—sv+r, U<r < v, so ist 
1 a = as — a. = 1.0 — a’, 


und da r kleiner als die Ordnung von a, mul r — 0 sein. 

Aus a? — a? folgt also, daB q — p durch » teilbar ist, oder: da q und p 
durch » dividiert den gleichen Rest ergeben. Die y Potenzen a!, a?, ..., & 
sind also alle verschieden. 

Hieraus folgt 


Satz 2. a —1 güt dann und nur dann, wenn m2=0 durch die Ordnung v 
von a teilbar ist.“ 


Aus a = 1 folgt a’-1= a=1 und aË6-2 — 4-Ë, Die negativen Potenzen 
von & sind also zugleich auch positive Potenzen!) von a. 


$ 2. Untergruppen. 


Ist 0 Ds ….) b» (6) 


ein Teilsystem von (1) und zugleich eine Gruppe mit dem zu Y gehôrigen 
Kompositionsgesetz, so heïifit (6) eine Untergruppe von À. Ein einfaches 
Kriterium für Untergruppen liefert 


Satz 3. ,1st (6) ein Téeilsystem von (1) und gehürt jedes Produkt von Ele- 
menten (6) selbst zu (6), so bilden die Elemente (6) eine Gruppe D.« 


y-b;—b;} beliebige 0 be 


Elemente aus (6), 
2 —0;-bz d k, l 2 = bi-by 


Beweis. Ist b;.x — 1 so sind für D 0; 
also Axiom I erfüllt. 


| eindeutig bestimmte 


1) Das gilt nicht mehr für die später ($ 8) behandelten Gruppen der Ordnung ©, FE 
g co. 


und ïbre Folgerungen bleiben auch in diesem Falle unverändert bestehen OS 6) 


$ 2. Untergruppen. 1 


Da die Elemente (6) auch Elemente aus À sind, ist (b;-b3)-by — b;:(b3-bi), 
also Axiom IT erfüllt. %$ ist also eine Gruppe. 


Folgerungen: 1. Die Gruppeneins von À gehôrt zu jeder Unter- 
gruppe Ÿ von À und ist auch Gruppeneins von B. 
2. Die Potenzen eines beliebigen Elementes 4 von der 
Ordnung » aus À bilden eine Gruppe (Untergruppe 
von Ÿ) von der Ordnung v. 
2. À und die Gruppeneins sind zwei Untergruppen 
von À. 
Die übrigen Untergruppen heiBen eigenthiche Unter- 
gruppen von À. 
3. Ist 3 Untergruppe von À und € Untergruppe von $, 
so ist © Untergruppe von J. 


Zerlegung einer Gruppe À nach einer Untergruppe #: 

Hat die Gruppe X der Ordnung n eine Untergruppe $ der Ordnung m, 
so ist die Môglichkeit gegeben, die Elemente von À in 7 ,Zeilen“ zu 
gruppieren. Jedes Element «, von Ÿ bestimmt eine Zeile, zu der 4, 
immer dann gehôrt, wenn a 1-4, —b, zu 8 gehôrt. Jede Zeile besteht 
also aus m Elementen. Die Zeilen haben die für Klassen charakteri- 
stischen Eigenschaîften: 


d, ‘4 —l (Reflexivität): 
aus a db, ioloti4 4 =0,: (Symmetrie); 
aus a, "-a, — b,, a, -a, — b, folgt a; ‘-a, —0b,.b, = b, (Transitivität), 


Jedes Element von À gehôrt daher zu genau einer Zeile; jede Zeile be- 


steht aus m Elementen; es gibt also genau dan: | Zeilen. Ist c; ein be- 


liebiges Element der 2-ten Zeile (i— 1, 2, ...,r), so kann man das 
System der Zeiïlen schreiben in der Form: 
Gb, C0 DNCNON C1 * Din : 
Ca-03; C0, 0 C0: (7) 
Cr° Ou Cr°0s » Cr br 


Es gilt also: 


Satz 4 Die Ordnung m einer Untergruppe 8 von Ÿ ist ein Teiler der Ord- 
nung n von À.“ 
Folgerungen: 1. Die Ordnung eines Elements von { ist stets Teiler 
der Ordnung von À. 
2, Ist die Ordnung von À eine Primzahl p, so hat { 
keine eigentliche Untergruppe, und jedes Element 
a+1 hat die Ordnung y. 


14 Kap. IL. Aus der Gruppentheorie, 


Ist « ein Element von A, $ eine Untergruppe von A, so bedeutet 
die mit & Transformierte von B“ die Gesamtheit «-1-B.a der Ele- 
mente &-1-b;-a (i = 1, 2, ..., m). 

Satz 5. ,Jede Transformierte einer Untergruppe $ von À ist Untergruppe von 2. 

Beweis: (a-1-b;-a)-(a-1-b4.a) = a-1-b;-b,-a = a -b-a. 

Ebenso beweist man: Ist $' die mit &« Transformierte von 8, so ist 5 
die mit a-: Transformierte von W'; ist weiterhin 8” eine Transformierte 


von %’, so ist B” auch eine Transformierte von #. Die Transformierten 
von $ haben alle dieselbe Ordnung wie . 


S 3. Normalteiler und Isomorphismus. 


Sind alle Transformierten der Untergruppe #8 von Ÿ identisch mit 5, 
so heift 8 ,,Normalteiler“ von %. Wenn z. B. alle Elemente von À mit 
denen von $ vertauschbar sind, so ist S ein Normalteiler. Daher ist 
die Gruppeneins, als Untergruppe aufgefaft, ein Normalteiler. Die Wich- 
tigkeit des Begriffs Normalteiler zeigt sich schon in dem engen Zusammen- 
hange von ,,Normalteiler“ und ,[somorphismus“, 

Eine Gruppe Ÿ mit den Elementen (1) heift isomorph zu einer 

Gruppe Ÿ’ mit den Elementen a’, a, ..., @’, (19 

wenn die Elemente (1) so auf die Elemente (1’) bezogen werden kônnen, da 

L. jedem Element (1) genau ein Element (1”) und dabeï jedem Element (1') 
mindestens ein Element (1) entspricht, 


2. dem Produkt zweier Elemente aus (1) wieder das Produkt der 
entsprechenden Elemente aus (1’) entspricht. 


Sind BR TI RS Ci (8) 


die auf die Gruppeneins 1” von Ÿ’ bezogenen Elemente von À, so ist 
auch jedes a; -a;, auf 1” bezogen; die Elemente (8) bilden eine Unter- 
gruppe von Ÿ, also gehôrt auch die Gruppeneins 1 von À zu (8). 


Entspricht daher a aus À dem Element 4 aus Ÿ’, 
so entspricht Ge dem Element (æ)-1; (9) 
ferner entsprechen alle 
Gi, Gi, * * *, GG, dem Element a’; (10) 
entspricht andererseits à dem Element à’, 
so entspricht a-1.& dem Element 1, 


Ga —= Q; 
also #4 u 
und & — aa, - 


Es entsprechen also nur die » Elemente (10) dem Element qg. Auf jedes 
Element von {’ ist also immer dieselbe Anzahl » von Elementen aus X 


$ 3. Normalteiler und Isomorphismus. 15 


bezogen. Dieser Isomorphismus heifit (»)-stufig kurz: (»})-Isomorphismus. 
Nur für y— 1 ist der Isomorphismus eine gegenseitige Beziehung der 
beiden Gruppen!). 
Aus (9) und (10) folgt, da jedes a-a; a! auf 1” bezogen ist, also 
@-&i. a? = &,; folglich ist (8) ein Normalteiler von À. — Zusammengefakt: 


Satz 6. ,,1st À zu Ù isomorph, so bilden die auf die Gruppeneins 1 von V 
bezogenen Elemente (8) von À einen Normalteiler N der Gruppe A. It » 
die Ordnung von W, so sind dann auf jedes Element von W genau v Ele- 
mente (10) von À bezogen [(r)-Isomorphismus].“ 


Zerlegt man À nach der Untergruppe (8) (vel. 8 2, S. 13), so stehen in 
jeder Zeile gerade die » Elemente, die auf dasselbe Element von {’ be- 
zogen sind. Komponiert man daher ein beliebig'es Element der 1-ten Zeile 
von links mit einem beliebigen Element der k-ten Zeile, so erhält man 
immer Elemente von Ÿ, die demselben Element in A’ entsprechen, also 
immer Elemente der selben Zeile. Hat andererseits À einen beliebigen 
Normalteiler D mit den Elementen d,, d,, ......  d,, s0-lelert die Zer- 
legung von À nach D gleichfalls ein System von Zeilen mit der eben 
beschriebenen Eigenschaft. 


AUSic de 4, folgt namlich d,-@=— Cd, 
mithin (c;-do)- (cz do) = Ci Crdr do = (Ci-Cx) "dy 
Es besteht hier also eine Komposition für die Zeilen; diese genügt beiden 
Gruppenaxiomen. Die Zeilen bilden also eine Gruppe, und zwar ist diese 


(u)-isomorph zu %. Sie heïift Faktorgruppe À/D. Ihre Ordnung ist n/u. 
Es gilt also der 


Satz 7. ,Jeder Normalteiler D von À definiert eine Faktorgruppe A/D von 
der Ordnung nlu, zu der À (u)-isomorph ist (n und u die Ordnungen von 
% und D). Ist umgekehrt À zu Ÿ (u)-isomorph, so ist Ù (1)-isomorph 
zu einer Faktorgruppe A]D'; hierbes ist ©’ der in Satz 6 genannte Normal- 
teiler von À, dessen Elemente auf 1’ bezogen sind.“ 


Sind G, mit den Elementen 1 — @,, @3,. ..... , Gm, 
und@ mit den Elementen 1—6,,0;, ...... , Om, Gruppen, die nur 
die Gruppeneins als gemeinsames Element haben, und setzt man defi- 
nitionsweise fest: a,-b, — b,.a, (u = 1, ...,m;; = 1, ..., m2), So bilden 
diese mm, Produkte wieder eine Gruppe 
G—=Gu0=6%x6,, (11) 


die als direktes Produkt von G, und G, bezeichnet wird. G, und 6, 
sind Normalteiler von @ und zwar ist G/G, (1)-isomorph zu 6, 
G/G, (1)-isomorph zu G.. 

Zur Darstellung einer Gruppe À der Ordnung »n bedient man sich 

zuweilen der Gruppentafel (Cayleysches Quadrat). Es ist das eine Matrix 


1) Der (1)-Isomorphismus genügt den drei Gesetzen der Klassenbildung (vgl. S. 1 u. 2). Die 
sabstrakte“ Gruppentheorie bezieht sich auf die Eigenschaften dieser (1)-Isomorphismenklassen. 
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von # Zeilen und n Spalten. Ausgehend von einer festen Anordnung 


der Elemente 
= Lie (12) 


die also mit 1 beginnt, im übrigen willkürlich ist, trägt man in die u-te Zeile 
an »-ter Stelle jeweils a,-a, ein. In der ersten Zeile (und Spalte) stehen 
die Elemente in der Reihenfolge (12). Die k-te Zeile (bzw. Spalte) ent- 
steht aus der ersten durch rechtsseitige (bzw. linksseitige) Komposition 
mit &æ. Da in jeder Zeiïile der Gruppentafel x verschiedene Elemente 
stehen, kommt in ihr jedes Element von Ÿ genau einmal vor. Die 
rechtsseitige Komposition von (12) mit a bedeutet also den Ubergang 
von (12) zu 


GTA OT GR) (12®) 
wobei RARE PERE TE 
die Ziffern TERRE RTE 


in der Reïihenfolge sind, wie sie als Indizes der « in der k-ten Zeile der 
Gruppentafel vorkommen. Bedeutet also die 


rechtsseitige Komposition mit a; den Übergang von @, zu ax, (P 12.10) 

und bedeutet entsprechenddie 

rechtsseitige Komposition mit a; den Übergang von a, zu di, (91,2 .510) 
also von Gk, ZU Giy 

so bedeutet die rechts- 

seitige Komposition mit «a; den Übergang von @, zu y 


Der Komposition der Gruppenelemente entspricht also eine Zusammen- 
setzung gewisser Vertauschungen von # Ziffern. Jede Gruppe der Ord- 
nung % ist also (1)-isomorph zu einer Gruppe von Vertauschungen (Per- 
mutationsgruppe). Also: 


Satz 8. ,Jede Gruppe der Ordnung n ist (1)-isomorph zu einer Permutations- 
gruppe von n Ziffern, in der als Komposition die Zusammensetzung der 
Permutationen gewählt ist. 


$ 4. Permutationsgruppen. 


Da jede Gruppe der Ordnung # durch Permutationen realisiert werden 
kann (vgl. Satz 8), andererseits die Konfigurationen auf Gruppen von 
Vertauschungen geometrischer Gebilde (z. B. Punkte, Geraden usw.) hin- 
führen, soll hier auf die wesentlichsten Eigenschaften der Permutations- 
gruppen etwas eingegangen werden. 

Bekanntlich kann man jede Anordnung von m Ziffern dadurch her- 
stellen, daB man die Ziffern in geeigneter Reihenfolge paarweise umtauscht. 
Eine vorgegebene Anordnung kann dann aus der »Grundstellung“ der 
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Ziffern 1, 2, ..., m entweder nur durch gerade mal oder nur durch un- 
gerade mal wiederholten Umtausch erzeugt werden. Daraus ergibt 
sich die Einteilung der Permutationen in gerade und ungerade. Es gibt 


1 
sn! gerade und ebensoviele ungerade Permutationen von m Ziffern!). 


2 

, Tor DE 

Co a) 

dr D tn Lee cd 0m 
bedeutet die Permutation, durch welche die erste Zeile der rechten Seite 
von (13) in die zweite Zeile übergeht; dabei sollen die Zeichen ,, t, ..., tm 
sich von den Ziffern 1, 2, ..., m nur durch die Reïhenfolge unter- 
scheiden. Vertauscht man auf der rechten Seite von (13) die Spalten 


in beliebiger Weise, so erhält man immer dieselbe Permutation. 
Ist also 


eine beliebige Permutation, so kann man auch 
Fe 
63 
Uk, 
schreiben. 


In Übereinstimmung mit der bei der Gruppentafel angewandten Kom- 
position von zwei Permutationen wird jetzt das Produkt von Permuta- 
tionen definiert durch: 


y =) ( y ) 
Je (-r)=(.-)=m. 14 
Lt 7 (x) es x, ) 
Geht also die Ziffer « durch X in b und b durch J in c über, so geht 
durch M die Ziffer a in c über. Von den Permutationen K, J, M, die 
durch die Gleichung (14) miteinander verknüpft sind, bestimmen also 


je zwei immer eindeutig die dritte. 
Ferner ist 


al eMMÉNEAN Ra raser LE) 15 
G)1G) (7) (x) Éà Es 69 (2) Cr) k, i, 10 
{Assoziatives (esetz). 

Es gelten also für die Gesamtheit der m! Permutationen von m Ziffern 


die beiden Gruppenaxiome. Diese m! Permutationen bilden also eine 
Gruppe: die symmetrische Gruppe ©». Alle Permutationsgruppen von 
m Ziffern sind Untergruppen von ©». Als transitiv soll eine Permutations- 
gruppe bezeichnet werden, wenn jede der m Ziffern in jede andere 


1) Diese hier ohne Beweis angegebenen Tatsachen gehôren zu den Anfangsgründen der 
Algebra (vgl. z. B. Weber, Kleines Lehrbuch der Algebra, S. 2); die ,Ziffern“ werden auch 
als ,Elemente der Permutation* bezeichnet, Um eine Verwechslung mit den Gruppenelementen 
(die Permutationen sind) zu vermeiden, wird der Ausdruck »Ziffer“ im folgenden immer bei- 
behalten. 


Levi, Geometrische Konfigurationen. 2 
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solche Ziffer durch mindestens eine Permutation der Gruppe verwandelt 

werden kann. Es gilt also: 

Satz 9 Die G'esamtheit aller Permutationen von m Elementen bildet eine tran- 
sitive Gruppe von der Ordnung m!, nämlich die symmetrische Gruppe CAPE 


Die Gruppeneins einer Permutationsgruppe muB jede Ziffer ungeändert 


lassen. Also ist 
1=(2)=() (à) 
ANT 
Ron de Er (16) 


Man kann sich das Kompositionsgesetz (14) zusammen mit dem daraus 
abgeleiteten assoziativen Gesetz (15) veranschaulichen durch ein sym- 
bolisches ,Kürzen“, Denn es ist: 


Es F du HE 1 Le 2 ” ca 
da= di Ra,=@ la, =@3 WE Ta, 17 FE do | 


Bildet man dementsprechend die mit X Transformierte von J, so wird 
OH EE) 
il . . EE . = . - = — NÉ, 
# ao (: 4 ki, ki, : GE 
Also: 


Satz 10. ,Man erhält die mit K Transformierte von J, indem man in der 
Darstellung (13) in beiden Zeilen von J die Permutation K° ausführt.s 


Dieser Satz ist für geometrische Anwendungen wichtig. Es kônnen 
z. B. die Ziffern m Punkte auf einer Kugel bedeuten. Ihre Koordinaten 
in einem gewissen System I (Polarkoordinaten mit dem Kugelmittel- 
punkt als Ursprung) seien (œ,, w,) für » — 1, ..., m J sei eine be- 
liebige Vertauschung (13) der m Ziffern; dagegen werde die Ver- 
tauschung K erzeugt durch eine Transformation der Kugel in sich selbst, 
die das Koordinatensystem I in ein System II überführt. Es geht 
dann über 


durch J': (y, W,)r in (pi, Wi,hr 


durch (qe ul) (Des Va) = (Ps, Yi 
also nach Satz 10 durch K-1.J-K: (qp,, W)n in (gi, Wire 


Hierbei geben die Indizes I und IL das Koordinatensystem an, in dem 
gemessen werden soil. 


Die Zyklen. 


Eine viel benutzte Darstellung der Permutationen erhält man durch 
folgende Uberlegung. Durch J geht x, ini, — %,, x in x — #, UPET UN. 


Die Symbole PS OT (18) 


kônnen aber nicht mehr als hôchstens m verschiedene Ziffern darstellen. 
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Ist nun = ty: Î 9 
so ist auch 
und für f >0 


Kj+1 — Ag+1 
#1 — Xg-1. 


Die Ziffer, die in der Folge der (18) als erste sich wiederholt, muf 


daher — x, sein; und die ganze Folge besteht in einer periodischen 
Wiederholung des Zyklus 


Dr) (19) 


Bildet man die Folge (18) für x, so muR man nur die »—1 ersten 
Elemente in (18) fortlassen, und in (19) erhält man eine zyklische Ver- 
tauschung. (19) ist also durch jede seiner Ziffern bis auf zyklische Ver- 
tauschung in gleicher Weise bestimmt, und eine Ziffer À, die nicht in (19) 
vorkommt, bestimmt einen Zyklus, der keine Ziffer von (18) enthält, 
Eine jede Permutation läfit sich daher als System von Zyklen 


lime (0e. «0, (20) 


darstellen, wobei die einzelnen Zyklen aus lauter verschiedenen Ziffern be- 
stehen. Zyklen mit nur einer Ziffer sollen nicht mit aufgeschrieben 
werden. Das Fehlen einer Ziffer in (20) bedeutet also, dal ihre Stelle 
unverändert bleibt. Die Darstellung (20) definiert die Permutation ein- 
deutig; sie selbst ist durch die Permutation bis auf beliebige zyklische 
Vertauschungen innerhalb der Zyklen und willkürliche gegenseitige Um- 
stellungen der Zyklen bestimmt. Die Darstellungen (13) und (20) ver- 
halten sich so zueinander, dal, wenn in (13) 5 unter « steht, in (20) 
8 auf « zyklisch folgt. Die Kompositionsregel zeigt, dal, wenn die 
Zyklen von J aus anderen Ziffern bestehen als die Zyklen von X, man 
die Zyklen von J.K durch Hintereinanderschreiben beider Zyÿklensysteme 
erhält, (20) kann man also auch als Produkt der Permutationen auf- 
fassen, die durch die einzelnen Zyklen definiert sind. Da aber in (2t) 
die Reïhenfolge der Zyklen willkürlich ist, so folgt: 


Satz 11. ,Sind C, und C, Zyklen ohne gemeinsame Ziffer, so ist 
CRC CC 
Übersetzt man Satz 10 in die Darstellung (20), so ergibt sich: 
Satz 12 ,Man erhält die mit K° Transformierte von J, indem man in den 
Zyklen von (20) die Permutation K° ausführt.“ 


Ein ,,Zweier“-Zyklus (a, b) bedeutet den Umtausch von a und b. Es 
läft sich also jede Permutation als Produkt von solchen Zweïiern schreiben; 
es kann aber dabei dieselbe Ziffer in mehreren Zweiern auftreten. Die 
Darstellung als Zweierprodukt ist also nicht immer eine Darstellung (20). 


Die alternierende Gruppe h». 


Da das Produkt zweier geraden Permutationen sich durch eine gerade 
Anzahl von Zweiern darstellen läft, also gerade ist, bilden die geraden 


2% 
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Permutationen von ©» eine Untergruppe: die alternierende Gruppe ,. 
Mit P ist auch S-1. P.S gerade, also A, ein Normalteiler. 
(a, cle (c, D) = (4200) ist gerade. 

Es sind also alle Dreier und daher alle Dreierprodukte gerade, In einer 
beliebigen Zerlegung einer geraden Permutation in Zweier fasse man den 
ersten und zweiten Zweier zusammen, ebenso den dritten und vierten, 
den (2 k—1)-ten und (2Æ)-ten, und setze 

(a, b)-(c, d) — (a, b)-(b, c)-(b, c)-(c, d)= (a, c, b)-(b, d, c) 

(a, c)-(c, b) — (a,b,c) und (a,b)-(a,b) — (a, b, c)-(a, c, b), 
so erhält man die beliebige gerade Permutation als Produkt von Dreiern 
dargestellt. Also: 


Satz 13. Die geraden Permutationen von ©m buden einen Normalteiler U» 
von der Ordnung + ml; er besteht aus allen Produkten von Dreiern.“ 


Die Normalteiler von A}, und e,. 
Die Normalteiler von À, erfährt man aus 


Satz 14 4,» hat für m +4 keinen eigentlichen Normalteiler. Y, hat als 
eincigen eigentlichen Normalteiler die Vierergruppe 
D: (a, a)-(@s, @), (ds, Gs)(@r, Ga), (Ge QG) (Ge, @uh, 1.“ 

Beweis. 

Es sei À ein Normalteiler von Y,,. 

1. Gehôürt zu J ein beliebiger Dreier (a, b,c), so gehôren alle Dreier 
zu J, und es ist NR —Y,. Sind nämlich x, y, z drei der Ziffern 1,..., m 
so gibt es entweder mindestens eine gerade Permutation 


? 


oder alle TE É Le ) 
sind gerade. Dann gehôren aber auch 
DS CS 
oder WP = "TE 1(a, b, c)°T= (y, 7, ») 
Ont 
zur Gruppe %, wie behauptet wurde. 


2. Gehôrt zu % eine Permutation, deren Zerlegung (20) in Zyklen 
einen Zyklus mit mehr als 3 Ziffern besitzt, also 


P = (a, As gs Aa, * .).C La Ce 


so gehôren auch 


L TE (ar Qs, (1) *P:(a;, UP 3) = (a, As; 1, As, * + ) ù C 0 
und P LE(S CACHET 3» Go, &)-(@, As, A, CARE = (4, di, Gi) 5 


dazu, und dann muk, wie unter 1. gezeigt wurde, 9% — Y,, sein 
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3. Gehôrt zu N eine Permutation 
Q = (au Ga, @s) + (Ggs-m Ggr-x Gr) (Dr Da) + * (bu-1r Day), 
wobei y > 0, so gehôrt auch 
Q®— (as &y QG) - (ass, som Gas) Zu À. 


Für = L liegt der Fall 1 vor. Ist » > 1, so bilde man die gleich- 
falls zu N gehôrige Permutation 


(au An &) 1 Q 2. (a, Go, &s): Q=T[(a, & ds): (di, &s G)]'[(@y ss G) 
“(Ge Ass Qa)] = (Gr Gus Gas Aer sh, 
womit Fall 3 auf Fall 2 zurückgeführt ist und Y — %, sein muf. 

4. Es bleibt nur der Fall übrig, da8 aufer der Gruppeneins nur Per- 
mutationen (@:, @3) + :: (@oy-1s @ou) in À vorkommen. Dann mul u gerade 
sein. Für m <4 ist also Y die Gruppeneins. Ist aber mZ>4, und ent- 
hält N von der Gruppeneins verschiedene Elemente, so sind 2 Fälle zu 
unterscheiden: 

a) u > 2, also 

P = (a, @)'(@s @)-(as &) :*: 
zu % gehôrig; dann ist 


(G:, &s, ds). P.(a;, ER as) P = (G1, 3 @;):(@ Gs, Gi) 


zu À gehôrig und (nach Fall 3) N — YA. 

b) u — 2 für alle Permutationen von % (auBer der Gruppeneins). 
Dann gehôrt mit W— (a,, a,)-(as, a) auch (a, &)-(@1, à) und (as, @) : (&, &) 
zu % Zusammen mit der Gruppeneins bilden diese drei Permutationen 
eine Gruppe, die ein Normalteiler von JA, ist, Ist aber m>4, so mul 
mit W auch 


ie Go 0 de (0 (a, djuod R-W— (4 «a 


zu % gehôren, also RH —%, sein. Hiermit ist Satz 14 bewiesen. 
Über die Normalteiler von ©, gibt Auskunft der 


Satz 15. ,,Für m + 4 hat Sn nur die Normalteiler Sn, Un und 1; €, hat 
auBerdem nur noch Ÿ zum Normalteiler.s 


Beweis. Enthält eine Permutationsgruppe die ungeraden Permutationen 
Us Uos ***, Us (8 > 0), 
so enthält sie auch die s verschiedenen geraden Permutationen 
Us Us Un Uos °°; Un Use 


Andere gerade Permutationen kann sie aber nicht enthalten, da, wenn q 
gerade ist, w,'-g ungerade —u, folglich g—u-u, sein mul. Eine 
Permutationsgruppe G ist also entweder Untergruppe der alternierenden 
Gruppe ihrer Ziffern, oder sie enthält gleich viele gerade und ungerade 
Permutationen. Die geraden Permutationen von G bilden eine Unter- 
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gruppe ll von G, die entweder mit 6 identisch ist oder die Hälfte der 
Ordnung von @ zur Ordnung hat. lIst G Normalteiler von ©», so ge- 
hôren alle Transformierten der Permutationen von Ü zu @ und — da 
sie gerade sind — zu U; also ist 1 Normalteiler von @, und folglich 
auch von {, Als Normalteiler von ©, kommen daher für m + 4 nur 
in Frage die Gruppen ©», U», 1 und zunächst noch Gruppen mit zwei Ele- 
menten. Eine solche Gruppe müBte aus einem Element ungerader Ord- 
nung & und der Gruppeneinheit bestehen; für m— 2 ist damit ©, = ©, 
erschôpft; ist aber m>2, so kann man aus & durch Transformation 
eine von «a verschiedene ungerade Permutation bilden, die zur Unter- 
gruppe der Ordnung 2 gehôren müfite, da diese ein Normalteiler sein 
soll. Es kann also für m+H4 nur die Normalteiler ©», AU», 1 geben. 
Es muk jetzt noch gezeigt werden, dai ©, keinen Normalteiler von der 
Ordnung 8 haben kann. Die ungeraden Elemente von ©, sind die 
.Zweier“ und die ,,Vierer“, Wenn ein Normalteiler % aber einen Zweier 
enthält, so muR er nach Satz 10 S. 18 alle Zweier enthalten, also N — @,. 
Enthält er einen und damit alle Vierer, so hat er mindestens 6 ungerade 
Permutationen, also ist seine Ordnung = 2.6 > 8. 


Dysteme dermlmprinmitivitac 


Zerfallen die durch eine Permutationsgruppe G vertauschten Ziffern 
in r > 1 Zeilen von je s Ziffern 


GE DRASS 60: 
Us+1: Gsg+o, FOSC OC ; ss (21) 
(ri) st1s Œ(r-i)stor + ++ rs) 


so daR bei jeder Permutation von @ zwei Ziffern aus einer Zeile von (21) 
wieder in zwei in einer Zeile stehende Ziffern übergehen, so heilt G 
imprimitiv, und die Zeilen sind die Systeme der Imprimitivität. G er- 
zeugt so auch Permutationen der Zeilen von (21), und zwar bilden diese 
Permutationen eine Gruppe 6’, die zu G isomorph ist. Die Gruppeneins 
von @’ entspricht den Permutationen von G, die jedes @&; in seiner Zeile 
lassen; nach Satz 6 S. 15 bilden diese einen Normalteiler von G. 

In der Gruppentafel einer beliebigen Gruppe Ÿ von der Ordnung 
entsprechen die Zeilen (vgl. Satz 8 $S. 16) den n Ziffern einer Permu- 
tationsgruppe ®, die zu À (1)-isomorph ist. G ist transitiv; denn wegen 
b— a-(a-1-b) kann jede Zeile in jede andere übergeführt werden. An- 
dererseits bestimmt der Ubergang der Zeile & in die Zeile b das zu- 
gehôrige Gruppenelement von À und damit auch die zugehôrige Per- 
mutation in G eindeutig. Ist also G imprimitiv mit r Systemen der 
Imprimitivität, so hat G (und damit auch Ÿ) einen Normaiteiler der 
Ordnung s—n:r. Hat andererseits À einen Normalteiler von der Ord- 
nung $, so kann man die erste Zeile der Gruppentafel so anordnen: 


li Na rer: Dr ds re detis Gras 
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Dabei bedeuten die r Abschnitte der Zeile die r Zeilen der Zerlegung 
von Ÿ nach %. In allen Zeilen und Spalten der Gruppentafel muê sich 
dann diese Zerlegung in r Abschnitte wiederholen. Die Gruppentafel 
zerfällt also in r? Quadrate von je s° Stellen, und zwar stehen in jedem 
Quadrat s verschiedene Zeichen (jedes s mal). Diese r Systeme von je 
s Zeichen sind die Systeme der Imprimitivität von G. Das erste Quadrat 
stellt, für sich allein betrachtet, eine Gruppentafel von St dar. Numeriert 
man die Quadrate mit 1 bis r entsprechend den zugehôrigen Systemen 
der Imprimitivität von G, so ergibt dieses Schema der Quadrate eine 
Gruppentafel für die Faktorgruppe A/I. 


Beispiel: 

no en 

ee Tag. ” = I jt jüût IN 
TJ % À gs 9 k 

à À LOL EE j î 

_ Æ » _ Il I IN III 
à 1 VIe PE j j 

100 k k j Fe à à 

s = _ HU] JV il II 
APR | FOR Fo ET: à à 

k ki 3 7j MUR LR] 

se IV LU jh il 


Hier ist À die sogenannte Quaternionengruppe, I — S, und A/R die 
Vierergruppe #. 

Aufgabe: Man vergleiche @, x # — $ mit der Quaternionengruppe, 
bestimme die Normalteiler von # und die Systeme der Imprimitivität 
der aus der Gruppentafel von $ abgeleiteten Permutationsgruppen. 


S 5. Gruppe einer Funktion. — Anwendung der Gruppentheorie 
auf die Bezeichnungsweise. 


Häuñg treten Funktionen auf 
f (&is Tes +. Cm) (22) 


mit der Eigenschaft, daB für jedes') beliebige zulässige Wertesystem 
(&,, Te, ..., Em) = (x,) die Funktion f einen Sinn behält und ihren Wert 


1) Es ist wesentlich vorauszusetzen, da die Unveränderlichkeit von f für jedes zulässige Werte- 
Beschränkt man sich auf ein einzelnes Wertesystem, so sind die folgenden 


system besteht. 
2) unverändert 


Scblüsse nicht mehr môglich; es brauchen die Permutationen, die PAGES à 008 
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nicht ändert, wenn man die Variabeln (x) gewissen Permutationen 


Vi Er AE (o il usw. unterzieht, Die ,Variabeln“ brauchen dabei 
(7 
nicht als Zahlen vorausgesetzt zu werden; sie kônnen auch Punkte, Geraden, 


andere geometrische Gebilde oder sonstige irgendwie defnierte mathe- 
matische Symbole sein. Die zulässigen Wertesysteme kônnen von be- 
liebiger Mächtigkeit sein (z. B. sind in manchen Fällen nur endlich viele 
Wertesysteme zulässig), und die ,Funktion“ Nr cales tRniChtenOL 
wendig ein ,geschlossener Ausdruck“ Ihre , Werte“ kônnen ebensogut 
Zahlen wie geometrische Gebilde oder irgendwelche Zeichen sein; es 
muB nur irgendwie festgelegt sein, daB jedem zulässigen Wertesystem 
(x,) ein eindeutig bestimmtes f (4, ...,%#) zukommt. (Sind nur endlich 
viele Wertesysteme zulässig, so kann das etwa in Form einer Tabelle 
geschehen.) 
Es sei also nun für jedes zulässige Wertesystem 


f (tu 2, dm) =. 24) = 1 (tm 0 %e,); 
und es bezeichne (Un) 


ein bestimmtes aber beliebiges zulässiges Wertesystem. Dann ist 


É (Ua ces Ym) = É(Yis es Yi) = É En +5 2m); 
wobei (2) = (yi,) 


wieder ein zulässiges Wertesystem darstellt, folglich 


DELSA) (EE Tree) 


also f(y1, ..., Um) = AUTRE Fe Vix.) ist. 
Da aber (y,, ..., y») ein beliebiges zulässiges Wertesystem darstellt, gilt 
allgemein 
NÉS PA EN | (Gigs Li). 


Mit X und J'ist also auch K-J eine Permutation, die f immer ungeändert 
läfit. Diese Permutationen bilden also eine Untergruppe von @,: 
die Gruppe der Funktion f(x,, ..., tm). 


Satz 16. ,Die Permutationen der Variabeln x,, ..., 4m, welche die Funktion 
(im allgemeinen Sinne) f(x;, ..., 4m) bei jedem zulässigen Wertesystem der 
Variabeln unverändert lassen, bilden eine Gruppe: die Gruppe der Funktion 
JA ie) 

Wegen der Wichtigkeit, die dem Begriffe der Gruppe einer Funktion 
zukommt, ist es erwünscht, da8 diese Gruppe schon aus dem Funktions- 


lassen, keine Gruppe zu bilden, z. B.: f (@,, de, Lys La, @) = 2 &y + do + y + 2 &, + à, bleibt 
an der Stelle (1, 2, 3, 4, 5) unverändert bei den Permutationen J— (1, 2) (3, 4) und K=(1 4 (2, 5) 
aber nicht bei J. K— (1, 5, 2, 4, 3). Hiermit hängt die in der Algebra wichtige A ne 
der ,; formellen“ und ,numerischen“ Unveränderlichkeit zusammen, Vel. O, Hôülder Zara 
einer beliebigen algebraischen Gleichung auf eine Kette von Gleichungen“ Math A 34 
S. 41 FuBnote, tt Au 
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zeichen môglichst vollständig abgelesen werden kann. Deshalb wird in 
diesem Buche von den nachstehenden ,Bezeichnungsregeln“ Gebrauch 
gemacht, die sich übrigens môglichst eng an altbekannte und verbreitete 
spezielle Bezeichnungen anlehnen, 


I. Bezeichnungsregel: ,, Werden die m Variaben angeordnet in Form einer 
Matrix von m, =1 Zeilen und m,=1 Spalten und sind weder Trennungszeichen 
in die Matrix hineingeschrieben, noch die Matrix zwischen || (Absolutstriche) gesetzt, 
so gehôrt jede Vertauschung der m, Zeilen und jede Vertauschung der m, Spalien 
zu der Gruppe der Funktion.“ 


Beispiele: 


1. Die Verbindungsgerade der Punkte 7 und 2 ist (12). (23) 
(ÉUOPSEnE — TL: m4 12) 
2, Die Verbindungsebene der Punkte 1, Z und 3 ist [1 2 3]. (24) 


(Elieruistom, = 1: m,—3;) 

3. Der Schnittpunkt der Geraden g, und 9, ist qu (25) 
(Hier ist Mn, —2; m. —1) 
Spezialfall: g, = (12); g: = (3 4); der Schnittpunkt ist LE 2} (26) 


Im Falle (26) ist der Schnittpunkt auch eine Funktion der Punkte 1, 2, 3, 4. 
Die 24 verschiedenen Permutationen der vier Punkte liefern als Funk- 
tionswerte die drei Diagonalschnittpunkte des vollständigen Vierecks. Zu 
jedem Diagonalschnittpunkt gehôrt eine Gruppe von acht Permutationen. 
In der obigen Schreibung erscheint der Punkt unmittelbar als Funktion der 
beiden Geraden; mittelbar als Funktion der vier Punkte, und die mehrfache 
Anwendung der Bezeichnungsregel I ermôglicht, die acht Permutationen 
der Punkte, die den Schnittpunkt unverändert lassen, sofort abzulesen. 


4, Das Doppelverhältnis von vier Punkten (oder Geraden usw.) 1 bis 4 


ist Ë 4 (27) 

(Hier ist m —2; m—2. Die Gruppe ist die Vierergruppe #) 
5. Ein nicht orientiertes Sechseck, auf dem die Eckpunkte 1 bis 6 

in der natürlichen Reihenfolge vorkommen:), läfit sich bezeichnen 

PE 

mit F 9 él 

In dieser Matrix ist nämlich jede Ziffer schräg benachbart zu zwei anderen; 
das sind dieselben Nachbarn, welche die entsprechende Ziffer auf dem Sechs- 
eck hat. Bei Zeilen- und bei Spaltenvertauschungen bleibt die Schräg- 
nachbarschaft erhalten. Diese Bezeichnungsweise wird verwertet werden 


(vel. Kap. V, $ 1) zur Darstellung der Pascalgeraden or die eine 


eindeutige Funktion des obigen Sechsecks ist. 


1) Diesem Sechseck ist kein bestimmter Umlaufsinn erteilt. Neben der natürlichen ist daber 
z. B. auch die Reïhenfolge (3, 2, 1, 6, 5, 4) für die Eckpunkte zulässig. 
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Die übliche Bezeichnung des Produktes «8 (— Sa) von Zahlen 
oder Vektoren (skalares Produkt) und des Matrizenranges 


stimmt mit der Bezeichnungsregel I überein. 


. Die Inzidenztafel kann auch als Funktionszeichen aufgefafit werden 


und zwar mittelbar als Funktion der p Punkte und g Geraden, un- 
mittelbar als Funktion der pg ,Stellen“. Ein Punkt und eine Ge- 
rade bestimmen nämlich eine Funktion, die man etwa die ,gegen- 
seitige Lage‘“ nennen kônnte; diese Funktion kann 2 Werte an- 
nehmen: Inzidenz (x) und Nichtinzidenz (Punkt). Jede Konf- 
guration liefert p g solche Funktionen fi1, ..., fp,9 denen die 
Stellen derInzidenztafel entsprechen. Diese ist also eine F(f,1,..., fp,g)- 
Unter Berücksichtigung der Bezeichnungsregel I läBt sich dann 
Satz 1 der Einleitung so formulieren: Konfigurationen sind dann 
und nur dann äquivalent, wenn zu ihnen dieselbe Funktion F 
gehôrt. 


IT. Bezeichnungsregel: , Werden die m Variabeln angeordnet in Form 
einer Matrix von m =1 Zeilen und m, = 1 Spalten, die durch wagerechte und 
senkrechte Trennungszeichen?) abgeteilt ist, so gehôren alle Vertauschungen von Zeilen, 
die nicht durch wagerechte, und von Spalten, die nicht durch senkrechte Zeichen 
getrennt sind, zur Gruppe der Funttion. Ist die Matrix zwischen || (Absolut- 
striche) gesetzt, so ist diese Regel auf Permutationen zu beschränken, die aus 
WU Zrvilenvertauschungen und u, Spaltenvertauschungen zusammengesetzt sind, wo- 
bei u, + u, gerade ist.“ 


Beispiele: 


is 


[Se] 


Die Permutation J — ( Fee =) die Spalten sind willkürlich 
is ce Uhr 
vertauschbar, die Zeilen nicht (vel. S. 17). 


Ein orientierter (mit Umlaufsinn versehener) Kreis durch 1, 2, 3 


1 7R225 


. Bezeichnungsregel Il befindet sich in Übereinstimmung mit der 


Schreibweise der Determinanten, Doch tritt hier zum erstenmal 
der Fall auf, daB nicht die ganze Gruppe der Funktion sich aus 
den Bezeichnungsregeln ergibt; auBer den £(nl}? nach Be- 
zeichnungsregel IT zulässigen Vertauschungen (u +, gerade) 
gibt es noch die Vertauschungen, bei denen die Zeilen in die 
Spalten übergehen und umgekehrt. 


1) z. B. Kommata, 
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6. Figurgruppen und Konfigurationsgruppen. 


Eine Figur bestehe aus p Dingen erster Art (z. B. Punkten), g Dingen 
zweiter Art (7. B. Geraden), und es sei zwischen den Dingen verschiedener 
Art die ,Inzidenz“ definiert. Dann soll eine Permutation der p + g Dinge 
als Automorphismus der Figur bezeichnet werden, wenn durch sie jedes 
Paar inzidenter Dinge wieder in ein Paar inzidenter Dinge übergeführt 
wird. 


Sas de (x), K=(;.) 


Automorphismen, w mit » inzident, so ist auch ?, mit 2, ki, mit k, 
inzident, also auch J.X ein Automorphismus. Die Automorphismen einer 
Figur bilden daher eine Untergruppe von @,., die Gruppe der Figur im 
weiteren Sinne. Alle Automorphismen der Figur, die nur Dinge der- 
selben Art miteinander vertauschen, bilden in dieser Gruppe eine Unter- 
gruppe: Die Gruppe der Figur im engeren Sinne oder kurz Figurgruppe. 
Ist die Figur eine Konfiguration, so heilen diese Gruppen: ,,Konfigurations- 
gruppe im weiteren Sinne“ und, Konfigurationsgruppe im engeren Sinne“, letztere auch: 
Konfigurationsgruppe. 

In der Kette Mis Mes +. Tin (28) 


seien immer »”, und M,:, inzident, also von verschiedener Art. Geht 
also (28) durch Automorphismus einer Figur, zu der (28).gehôrt, über in 


/ 


SR One (28) 


so sind m, und m, von derselben oder von verschiedener Art, je nachdem 
m, und m, von gleicher oder verschiedener Art sind. Ist also eine 
Konfiguration unzerlegbar, so gehen bei einem Automorphismus entweder 
alle Elemente in Elemente derselben Art über (Âquivalenz), oder es geht 
jedes Element in ein Element der anderen Art über (Reziprozität). Besitzt 
eine Konfiguration Reziprozitäten, so muB p—g sein, und wenn auler- 
dem die Konfiguration unzerlegbar ist, so bilden die beiden Arten von 
Elementen Systeme der Imprimitivität bezüglich der Konfigurationsgruppe 
im weiteren Sinne. Die Konfigurationsgruppe im engeren Sinne ist dann 
der Normalteiler, der jedes System der Imprimitivität in sich überführt 
(vel. S. 22). Also: 


Satz 17. ,Die Konfigurationsgruppe im weiteren Sinne G einer zusammen- 
hängenden?) Konfiguration besteht aus den Aquivalenzen und Reziproztäten 


1) Ist eine Konfiguration zerlegbar, so kônnen noch andere Automorphismen auftreten, und 
G braucht nicht Normalteiler von ($ zu sein. Z. B. Konf. besteht aus zwei Dreiecken 
Au A2 Ag Au a 3 und Bi, B» B4, b1, b,, bd. Ecke À; liegt der Seite a;, Ecke B; der 
Seite b; gegenüber. 

Fe Ér. eh | ARR ee) 
B; b; À; WU , À; dj b; B; 4 


gehôrt nicht zu ®, obgleich J zu 6 gehürt, 
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der Konfiguration. Die Konfigurationsgruppe üm engeren Sinne ist dann ein 
Normalteiler & von G, und zwar hat G/6 entweder die Ordnung 1 oder 
Ordnung 2." 
Erweiterung einer Figur. Eine Figur ® besteht aus: 
is Bas +.) Ame (29) 


Die Figurgruppe G@ von ® habe die Ordnung #. Durch ihre Automor- 
phismen geht (29) über in 


1 1 1 

is Ag ces Am 

2 2 2 

A MT OC CRT ee (30) 
n n .n 

De 


Jedes Gruppenelement von @ permutiert die Zeilen von (30). Diese 
ZLeilenpermutationen bilden eine transitive zu @ (1)-isomorphe Gruppe 6”. 
Es werde eine Funktion (vel. $ 5, S. 24) 


TOP ee du) (31) 


betrachtet, die einen Sinn behält, wenn man die Variabeln (29) den 
Permutationen der Figurgruppe G unterzieht, und man setze: 


hard. 270) (31) 
LUC VE nee 
Mit verschiedenen Indizes versehene f, brauchen nicht verschieden zu 
sein; doch wird folgende Eigenschaft von f vorausgesetzt: 


Ist 12e = fe 
und führt dieselbe Permutation aus @’ in (30) 


die Zeile »; in die Zeile »} 
die Zeile uw; in die Zeile «x über, 


s0 ist f, — Jupe 


Wegen der Transitivität von 6’ mul unter den f,, ..., f, jeder Wert 
gleich oft auftreten (s mal); durch die Gruppe @’ werden gleiche f, 
immer wieder in gleiche übergeführt. Die Systeme der Ziffern », die zu 
gleichen Werten / gehôren, bilden also Systeme der Imprimitivität von @” 


Dale aoû PA n=7Ts 
Va,1r Vo,os + .., Vos foi, tion (32) 
Vrais Vr,2o se. Vr,s As se jf .» wWwenn n 2e L. 

1,9 d,k 


Die Permutationen von 6’ [und damit entsprechend auch die Permu- 
tationen von G] besitzen also (vgl. S. 22) einen Normalteiler N’ [bzw. N] 
der dadurch charakterisiert ist, da8 durch diese Permutationen alle Werte 
/, ungeändert bleiben, Die Gruppe G/% [und G'/NT ist (1)-isomorph zur 
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Gruppe der Vertauschungen der Werte f,, die durch G entstehen. Die 
Werte f, sind die Ærweiterungen der Figur ®, die durch den Prozel / 
hervorgerufen werden. Die Gruppe der durch G erzeugten Vertauschungen 
der /, soll Erweiterungsgruppe heifen. 

Es gilt also 


Natz 17a. Die Figurgruppe ist (s)-isomorph zur Erweiterungsgruppe.“ 
Beispiel: ® ein Tetraeder; Ecken {1}, {2}, {3}, {4}, Seiten [i j k], wobei 
7 k= 1, 2, 8, 4 G ist (1)}-isomorph zu &,, G (1)-isomorph zu ©, x @,. 


Erweiterung durch Werte der f, R G/N 
UFR ESS ÿ}, Cue 
(Schwerpunkt). 
>. 4 A, —4 PACA 
(Rauminhailt). 
3.7 (1, 2) = {1 2} {1 2}, {2 3}, {3 4}, {47}, {1 3}, {2 4} S: S, 
(Kantenmitte),. 


4/(12,3,4=({12{34) ({12}84),(13}{24),(14432) 9 6. 


Die Erweiterungen und Erweiterungsgruppen spielen bei den Konfi- 
gurationen überall dort eine groBe Rolle, wo durch irgendwelche Kon- 
struktionen eine Konfiguration zu einer anderen ,erweitert“ wird. Es 
kann aber auch der Fall eintreten, dal die Erweiterung für sich allein 
betrachtet auch noch Automorphismen (im engeren Sinne) zuläfit, die 
nicht zur Erweiterungsgruppe gehôren. Ist z. B. & ein gleichseitiges 
Dreieck, also G eine ©, und erweitert man ® durch Drittelung der 
Seiten und Einschreiben eines regelmäligen Sechsecks, so ist die Er- 
weiterungsoruppe eine S.,; die Erweiterung (Sechseck) für sich betrachtet 
hat aber eine Figurgruppe von der Ordnung 12. Erweitert man aber 
das Dreieck durch Einzeichnen des kongruenten, hinsichtlich des gemein- 
samen Schwerpunktes spiegelbildlichen Dreiecks, so ist die Erweiterungs- 
gruppe zugleich Figurgruppe der Erweiterung'; es enthält aber die aus ® 
und der Erweiterung bestehende Gesamtfigur noch Permutationen, die 
beide Dreiecke vertauschen. 


S 7. Automorphismen symmetrischer Gruppen 


In der Einleitung (S. 7) ist definiert worden, was man bei Konfgurationen 
unter Automorphismus zu verstehen hat. Ganz analog bedeutet jetzt 
Automorphismus einer Gruppe G® eine ein-eindeutige Abbildung von 6 
auf sich selbst, bei der dem Produkte a-b zweier beliebiger Gruppen- 


1) $ 7 wird nur im Kapitel V, $ 6 angewandt. 


L 
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elemente jeweils das Produkt a’-b', der entsprechenden Gruppenelemente 
entspricht. Die Automorphismen sind also Permutationen 


20 


122 


der Gruppenelemente w mit der charakteristischen Eigenschafît, daB aus 


Ua Hi Hi 10e, nt 


2° 
IStRRSE Fa ein zweiter Automorphismus der Gruppe, so ist 
ki, ki, Li, 


und da das für jedes Paar u,, u, von Gruppenelementen gilt, ist J'K 
auch ein Automorphismus. Die Automorphismen von G bilden also eine 
Untergruppe der symmetrischen Gruppe, deren ,Ziffern“ die Elemente 
von G sind. 

Es soll jetzt die Automorphismengruppe untersucht werden im Falle, 
daB G selbst eine symmetrische Gruppe © ist. 

Bei einem Automorphismus entspricht jeder Untergruppe wieder eine 
Untergruppe von gleicher Ordnung, jedem Normalteiler wieder ein 
Normalteiler. Also geht A, in sich selbst über, und es entspricht jeder 
geraden (bzw. ungeraden) Permutation von € wieder eine gerade (bzw. 
ungerade) Permutation. Jedes Element geht in ein Element der gleichen 
Ordnung über; stellt man daher die Elemente durch Zyklen dar, so darf 
sich die Ordnung des Elements, also das kleinste gemeinsame Vielfache 
der Ordnungen der Zyklen, bei der Anwendung des Automorphismus 
nicht ändern. Ein ,Zweier“ (a, b) kann daher nur übergehen in 


(a, b;)-(a, Da) (Ge, 0) (33) 


Geht À in 4’ über, so geht die Gesamtheit der Transformierten von À 
in die Gesamtheit der Transformierten von 4’ über. Nach Satz 12 er- 
hält man die sämtlichen Transformierten von À, wenn man in den Ziffern 
der Zyklendarstellung von À alle Permutationen von ©, ausführt. Ist 
also À ein Zweier, so besteht die Gesamtheit seiner Transformierten aus 
allen Zweiern; ist dabei 4” eine Permutation (33), so wird die Gesamtheit 
der Zweier durch den Automorphismus eindeutig auf die Gesamtheit der 
zur selben Zahl « gehôrigen Permutationen (33) abgebildet. Dem- 
entsprechend werden jetzt die Fälle uw — 1, uw — 3, u > 3 unterschieden. 

L u— 1. Jeder Zweier geht wieder in einen Zweier über. Zwei Zweier 
mit gemeinsamer Ziffer haben Produkte von der Ordnung 3, Zweier 
ohne gemeinsame Ziffer haben Produkte von der Ordnung 2. Es müssen 
also je zwei Zweier mit einer gemeinsamen Ziffer wieder in solche über- 
geben; dasselbe gilt von Systemen von Zweiern, die paarweise eine 
gemeinsame Ziffer haben. In einem solchen Systeme haben entweder 
alle Zweier eine gemeinsame Ziffer, oder es ist ein System von drei Zweiern 
(a, b); (b, c); (c, a). Produkte dieser drei Zweier haben die Ordnung 2, 
während Produkte von drei Zweiern mit einer gemeinsamen Ziffer die 
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Ordnung 4 haben, Es müssen also die Systeme von Zweiern mit einer 
gemeinsamen Ziffer wieder in solche übergehen, Durch die Vertauschung 
dieser Systeme — oder, was dasselbe ist, die Vertauschung der mZiffern — ist 


; : : LAS 
der Automorphismus eindeutig bestimmt, Ist J — on diese Vertauschung, 


y 


so geht also jede Permutation À von €, in J-1.A.J über. Die Auto- 
morphismen mit # — 1 bilden also eine zu ©» (l)-isomorphe Gruppe. 
IL w—3. In diesem Falle mul es ebensoviel Zweier wie Zweiertripel 
geben. Es ist also 
m | - m! 
(m— 6)! 31 25 (m—2)l 2° 


folglich 
(om — 2) (m—3) (m—4) (m—5) — 24, 
was (da m > 1) nur erfüllbar ist, wenn m—6. Die Automorphismen 
von ©, sind also noch besonders zu untersuchen. 
IL u>3, u—=1+v m—2+2v+7r (v>2 gerade, rx 0). 
Die Anzahl der Kombinationen von w Zweiern muk gleich der Zahl 
der Zweier sein, also 
m | m | 


rl (L+o)! 214 (Du Lr)l 2° 


also 
MRICLERUR ES 
DE ee à 
Nun ist go, 7 = ÉD EEE D, peu 1») 
Pont an es) fs) TR für r = 0 
1:2-3-4 ET 20 


aber für v > 2 
DE 
p (v, D > pb—LN>po—Lr) also > 1. 
u> 3 unmoglich. 


Für m +6 ist also die Gruppe der Automorphismen von €, zu €» 
(1)-isomorph. Für m—6 kommen noch Automorphismen in Frage, bei 
denen die Zweier in Zweiertripel übergehen. 

Die Automorphismen der ©, Aufer den Automorphismen 
mit wu— 1 kommen hier zunächst noch die mit u—3 in Frage. Es ist 
also zu untersuchen, ob bzw. wie viele solche Automorphismen existieren. 
Jedem Zweier muf dabei ein Zweiertripel entsprechen. Zwei verschiedene 
Zweiertripel haben aber entweder keinen oder genau einen gemeinsamen 
Zweier. In letzterem Fall ist ihr Produkt (3,3)-(k,l)-(m,n) + (1,9)-(k,m)-(I,n) 
— (k,n)-(m,1) von der Ordnung 2. Die fünf Zweier, die eine feste ge- 
meinsame Ziffer haben, erzeugen aber paarweise Produkte der Ordnung 3. 
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Einem solchen Quintupel müssen also fünf Zweiertripel entsprechen ohne 
gemeinsamen Zweier. Man mu also die fünfzehn Zweier in fünf Tripel 
ordnen und Zzwar so, daf in jedem Tripel alle sechs Ziffern vorkommen. 
Eine solche Anordnung ist: 


(1, 2)-(8, 4): (5, 6) 
(1, 3)-(2, 6):(4, 6) 
(1, 4).(2, 6)-(3, 5) (34) 
(L, 5)-(2, 4)-(8, 6) 


Es gibt drei Tripel, die einen gegebenen Zweier — 7. B. (1, 2) — ent- 
halten: zu jedem solchen Tripel kann man dann auf genau zwei Arten 
ein zweites Tripel bestimmen, das mit dem ersten keinen Zweier ge- 
meinsam hat und einen gegebenen Zweier — 7. B. (1,3) — enthält. 
Durch diese beiden Tripel sind dann die drei anderen Tripel eines solchen 
Quintupels (34) eindeutig bestimmt. Es gibt also genau sechs solche 
Quintupel; jedes Tripel kommt in genau zwei Quintupeln vor, aber nie- 
mals kônnen zwei Quintupel mehr als ein Tripel gemeinsam haben. 
Diese sechs Quintupel sollen mit 


DLL PONT (35) 


bezeichnet werden. Dabei kann z. B. I als Quintupel (34) bezeichnet 
werden. Nun fübrt jede Vertauschung der Ziffern 


DOTE (36) 


ein Quintupel wieder in ein Quintupel über, erzeugt also eine Ver- 
tauschung der Ziffern (35). Die Ziffern (35) bilden also eine Erweiterung 
(vel. $ 6 S. 29) der von den Ziffern (36) gebildeten Figurt). Die Ver- 
tauschungen der Ziffern (35), die durch Vertauschungen der Ziffern (36) 
erzeugt werden, bilden also eine Gruppe @;/N. Da nach Satz 14 (S. 20) 
N nur ©,, À, oder ©, sein kann, kommen für @,/% nur die Ordnungen 
1, 2, 6! in Frage, und da man jedes Tripel durch Permutation der 
Ziffern (36) in jedes andere verwandeln kann, ist die Ordnung > 2, 
also —61!. N ist also die Identität; d. h. jede von der Identität ver- 
schiedene Vertauschung der Ziffern (36) erzeugt eine von der Identität 
verschiedene Vertauschung der Ziffern (35). S,/N ist zu ©, (1)-isomorph, 
d. h. man kann jede Vertauschung der Ziffern (35) durch eine geeignete 
Vertauschung der Ziffern (36) erzeugen. Es wird jetzt gezeigt, daB jede 
Permutation 


(6, 3)-(&,1)-(m, n) (37) 


1) Geometrisch läfit sich diese Figur so darstellen: Die Ziffern (86) sind Punkte in der Ebene, 
die Zweier entsprechende Verbindungsgeraden, die Tripel von Zweiern sind Dreiecke und die 
Ziffern (35) sind Quintupel von solchen Dreiecken, die insgesamt alle 15 vorkommenden 
Geraden enthalten. Wie die folgenden Entwicklungen zeigen, ist die so erweiterte Figur eine 
Konfiguration: 65,15,6 159,3,6 156,8,2 66,15,5. Den Automorphismen mit w— 1 von © 
entspricht die Konfgurationseruppe, der Gesamtheit der Automorphismen von © detente 
die Konfigurationsgruppe im weiteren Sinne, : 
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der Ziffern (36) einen Zweier unter den rômischen Ziffern (35) erzeugt. 
Dieses Tripel kommt zunächst in hôchstens zwei Quintupeln vor. Inner- 
halb der übrigen Quintupel müssen die drei Zweier (1,7), (k,l), (m,n) in 
verschiedenen Tripeln vorkommen, also 


(2,9) -(k,m')-(1,n) wobei #,l' bzw. m’,n’ Permutationen 
(&,1) -(i,m')-(k,n’) von k&,l bzw. m,n sind. 
(mn):(5,8) (7,0) 

Durch die Permutation (37) geht jedes dieser Tripel in sich über und 
daher auch jedes dieser Quintupel [denn zwei Quintupel haben (hôchstens) 
ein Tripel gemeinsam]. Es kann also die Permutation (37) nur die Quin- 
tupel untereinander vertauschen, die das Tripel (37) enthalten. Das sind 
hôchstens zwei, und da die von (37) erzeugte Permutation der rômischen 
Ziffern nicht die Identität sein kann, sind es genau zwei. Es entspricht 
also jedem Tripel von Zweiern (37) der arabischen Ziffern (36) ein Zweier 
der rômischen Ziffern (35) Den fünf Tripeln, die zu 1 gehôren, ent- 
sprechen die fünf Zweier, die Z mit den anderen fünf rômischen Ziffern ver- 
tauschen. Bildet man jetzt wieder die sechs rômischen Ziffern auf die 
sechs arabischen ab — und zwar in beliebiger Weise, so erhält man 6! ver- 
schiedene Automorphismen der Gruppe @,, bei denen den Zweiern die 
Zweiertripel entsprechen. Andererseits kann es aber nur 6! solche Auto- 
morphismen geben; denn jedem der sechs Systeme von fünf Zweiern 
mit einer gemeinsamen Ziffer kann bei einem solchen Automorphismus 
aur ein Quintupel (36) entsprechen, und durch diese Zuordnungen sind 
diese Automorphismen eindeutig bestimmt. Also: 


Satz 18. ,Die fünfzehn Zweier von ©, lassen sich auf 6! verschiedene Ariten 
I, II, III, IV, V, VI (35) in fünf Tripel ohne gemeinsamen Zweier ordnen. 
Jedes Tripel kommt dabei in genau zwei Systemen (35) vor, und je zwei 
Systeme (35) haben genau ein Tripel gemeinsam. Den Permutationen der 
Ziffern (36) entsprechen ein-eindeutig die Permutationen der Systeme (35), 
und zwar wird die Vertauschung zweier Systeme (35) erzeugt durch das 
diesen beiden Systemen gemeinsame Tripel.“ 


Satz 19. ,Die Automorphismen von ©, bilden eine Gruppe von der Ordnung 
1440 — 612; man erhält sie, indem man in jedem Gruppenelement von €, 
die Ziffern (36) durch die in bestimmter Weise permutierten Ziffern (35) oder 
(36) ersetzt. Für m+6 bilden die Automorphismen von Sn stets eine zu 
Em (1)-isomorphe Gruppe.“ 


S 8). Gruppen von der Ordnung ©. 


Die Bezeichnung: ,Gruppe“ wird auch angewandt auf Gesamtheiten 
von unendlich vielen Elementen, für die ein Kompositionsgesetz de- 


1){Anwendungen dieses Paragraphen erst in Kap. VI. 


Levi, Geometrische Konfigurationen. 3 
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finiert ist, das den Axiomen I und Il des $ 1 (S. 10) genügt. Es 
sind das die ,Gruppen von der Ordnung æ“. Die Ausführungen über 
Gruppen von der Ordnung n in $$ 1—3 bleiben im wesentlichen auch 
für Gruppen von der Ordnung « gültig. Nur Satz 3 wird für diese 
Gruppen falsch, In den Sätzen 6 und 7, die den Zusammenhang zwischen 
Isomorphismus, Normalteiler und Faktorgruppe darstellen, sind den (v)-Iso- 
morphismen auch die ()-Isomorphismen hinzuzurechnen. 

Beispiele für Gruppen von der Ordnung © sind: 1. Die ganzen Zahlen 
3 0 (Komposition = Addition). 2. Die rationalen Funktionen der Varia- 
beln x mit reellen Koeffizienten unter AusschluB von f (x) = 0 (Komposition 
— Muitiplikation). 3. Die ein-eindeutigen Kollineationen des 3-dimen- 
sionalen projektiven Raumes. 4. Die konformen Abbildungen eines Kreis- 
gebiets (x? + y° <1) auf sich selbst. 5. Die Drehungen des Raumes 
um einen festen Punkt, 6. Die stetigen Abbildungen eines Gebietes 
auf sich selbst (Komposition bei 3 bis 6 ist jeweils die Ausführung 
beider Operationen in der gegebenen Reiïhenfolge hintereinander). — Für 
die späteren Anwendungen interessieren besonders die zu den freien 
Gruppen (1 oder œ)-isomorphen Gruppen. 

Freie Gruppen. Aus den Zeichen 

DUO EE A 


[4 


GANG ARC ES (38) 


die in endlicher (gerader) oder unendlicher Anzahl vorgegeben sind, 
werden zunächst , Wôrter“ gebildet, d. h. endliche, geordnete Folgen von 
Zeichen (38) mit der einzigen Einschränkung, daB niemals a; und a 
(j= 1,2, ..., v, ...) nebeneinanderstehen; jedes Zeichen kann beliebig oft 
auftreten. Auch das , Wort“, das aus null Zeichen zusammengesetzt ist, 
soll hierbei als , Wort“ gerechnet werden. Bezeichnet «& ein Zeichen 
aj (bzw. a;) aus (38), so soll immer «/ das Zeichen a; (bzw. a;) bedeuten. 
Dann kann man alle , Wôrter“ darstellen in der Form: 


Me, cart 0,188, jte + (nd (39) 


Das aus null Zeichen bestehende , Wort“ werde mit S, bezeichnet. 
AIS = Ur EP 0 Mur EU 

Zu einem ,Wortpaar“ (S;, 85) gehôrt dann ein-eindeutig eine Dar- 
stellung: 


So = [@» ses Ts Vis ce. Vih Sy = (7; ..) A Birees, Bi] 


0 10: ds OS 1—=0: Gi. 
Die Komposition der Wôrter wird jetzt definiert durch: 
Su*1S = [ar +, Ti) DT NET Bi (41) 


Sa- Sy ist also eindeutig als Element (39) definiert, Insbesondere g'ilt: 
Si = 83 — 38,8. (41”) 
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Um zu Zzeigen, daB die Wôrter (39) für das Kompositionsgesetz (41) 
eine Gruppe bilden, muB bewiesen werden, daB die Bedingungen I und 
IT des $ 1 erfüllt sind. 


Zunächst: Ein , Wortetripel“ (S,, S,, Se) läBt sich darstellen entweder 

in der Form: 

Due LOS cn, Gi O0) 

D A RL AE 

Sel, ee vil; 

DR De Has taren ts 9, Me ON, 2. 
oder in der Form: 

Ps et CE mo ie Dares Oui: 

St, 0 PS ei LA 

De — Le, re c, Base on Dan een duls 


Œi, Æ (A 0j Æ 19 da Lo Lg U, LL 0, 1, 2, 270 
In beiden Fällen ist, wenn 2, > 0: 
(Br D), [a, * «9 Ti; Gas ….) 1. Vas = De ls 15) 6-0: 0e 
wenn 2, — 0: 
OO de ll. al, (0850-00. 


Die Bedingung Il (assoziatives Gesetz) ist also erfüllt. 
Führt man zu jedem S; in (39) ein das Wort 


) (39’) 

so ist ROC SAT L (42) 
Ist nun = SX, Lo ist Sao = SX = X 
und = ae Si TO TV; 


daher ist X und Ÿ eindeutig bestimmt, mithin Bedingung I gleichfalls 
erfüllt. Also: 
Satz 20. ,,Für das Kompositionsgesetz (41) bilden die , Würter‘ (39) eine Gruppe: 
die freie Gruppe der Elemente Si. In der freien Gruppe ist S, die Gruppen- 
eins und S° — Sr 1.4 
Ist S ein beliebiges Element einer freien Gruppe, dann sind die Potenzen 
von $ die Elemente: 
SO NII OI. US PSS 20 43 
SU Sr ser 818... J Las 92,8, | 
Aus Satz 20 und den Formeln (41), (41’), (42) folgt dann für alle ganzen 


May Mo E 0 
S2 oe —— Fe — 8". $7: x 
3* 
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Die Gesamtheit der Potenzen von S$ bildet eine Untergruppe € der freien 


Gruppe. 

Ist für m +m, S"— 8", also S*7"*—S, —,$, so muB € endliche 
Ordnung haben. Dieser Fall tritt ein, wenn 8 — S ist. #S + S, läbt sich 
aber immer darstellen in der Form 


JS — [Pis ce, Boy nr cer Us 8. ..., Bi] wobei M RD UD 0 OI 


Es wird dann S+”, für m>>0, durch ein Wort mit 20 + km Zeichen 
dargestellt; daher gibt es unendlich viele voneinander verschiedene 
Potenzen von S; also: 

Satz 21. ,1st das Element S einer freien Gruppe von der Gruppeneins S, ver- 
schieden, so sind alle seine Potenzen voneinander verschieden und bilden eine 
Gruppe © von der Ordnung co." 

€ ist (1)-isomorph zu der freien Gruppe ÿ,, deren Elemente nur aus 
den Zeichen 4,, a, aufgebaut sind. Geometrisch kann man € darstellen 


als Gruppe der Parallelverschiebungen der Ebene in fester Richtung um 
ganze Vielfache der Streckeneinheit. Beispiel: 


s={®7%T1)} ao Hem 
Yo D) m = 0, ganz. 


Die freie Gruppe ÿ bestehe aus den von den Zeichen (38) gebildeten 
Wôrtern, Dann kann man jedes Element aus % als Produkt von S, 
und von solchen Elementen darstellen, die mit nur einem Zeichen ge- 
schrieben werden. Setzt man also 


E;= [a;], folglich £7? = [a;] V=L 206% und es NA) 
so ist jedes Element von Ÿ ein Produkt der Ærzeugenden (44): 
RAT Cole er HE (RERO RSR UD EC) 


Diese Darstellung ist aber nicht eindeutig. Man kann offenbar, ohne 
das Gruppenelement S; zu ändern, auf der rechten Seite von (45) folgende 
Transformationen vornehmen und beliebig oft wiederholen: 


1, E5* (—$,) an willkürlicher Stelle einschieben. . 
2. EŸ*, durch E,-Æ;' oder E7'.Æ, ersetzen ( — 0, 1, 2, Mo 

3. E,.E," oder E,'.Æ, durch Æ}* ersetzen (» — 0, 1, 2, RE 

4 Wenn m > 1 ist: HŸ! wegstreichen. 


Durch die genügend oft wiederholten Transformationen 1 bis 4 kann 
man aus jedem beliebigen Produkt (45) ein ,reduziertes“ gewinnen 
d. h, ein Produkt, in dem Æ, nicht neben E =” steht, Æ71 niemals pee 
kommt und #, nur im Falle m = 1 auftritt Da diese Dr des Redu- 
zierens alle umkehrbar sind, kann man andererseits jedes Produkt (45) aus 
einem reduzierten Produkt durch die Transformationen 1 bis 4 gewinnen 
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Ersetzt man in einem reduzierten Produkt Re durch [a;] bzw. [a;] 
(12 0), so bekommt man das zugehôrige Wort. Verschiedene redu- 
zierte Produkte stellen also verschiedene Gruppenelemente S; dar (zu 
S, gehôürt E, als einziges reduziertes Produkt) Man kann daher jede 
Produktdarstellung von S; aus jeder anderen durch die Transformationen 
1 bis 4 gewinnen, Also gilt: 


Satz 22. Die vermittels der Zeichen (38) gebildete freie Gruppe % kann aufgefapt 
werden als die Gresamtheit der formalen Produkte (45) der Erzeugenden (44); 
hierbei sind zwei Produkte dann und nur dann gleich, wenn durch genügend 
oft wiederholte Transformationen 1 bis 4 ein Produkt in das andere ver- 
wandelt werden kann.“ 


Gruppen mit Relationen. Die freie Gruppe # sei (æ)-isomorph!) 
zu O. Der Gruppeneins 1 von G entsprechen dann die Elemente eines Normal- 
teilers J von %, und G ist (1)-isomorph zu g/N (Satz 7, S. 15). G ist 
also seiner Struktur nach bestimmt, wenn man weif, welche Elemente 
Z von à der 1 entsprechen. Es seien %,, 5,, ... solche Elemente aus % 
in endlicher oder unendlicher Anzahl. Diese Beziehung zwischen den 2; 
und der Gruppeneins von ® wird ausgedrückt durch die Relationen: 


Slot (46) 


Dann ist aber auch S7'.5*'.S;—1 (S; beliebiges Element von %; 
k — 1, 2,...) und weiterhin für alle ganzen positiven 


D S:, SE? 2. 0e Noel 0": 1. (47) 
Le k, % 


à #0 


Die durch (47) definierten £ bilden eine Gruppe und zwar einen Normal- 
teiler N von %. Setzt man nämlich 


So ist 81.32.89 — 51.71.68, 8r1. pet. $, . .. . $-1.xét.$. ein,2. 
Die Gruppe GS = F/N (48) 


genügt dann den Relationen (46). Es gibt also zu jedem System von 
Relationen (46) eine Gruppe G. Ist andererseits & (co )-isomorph zu 6, so 
kann man vermittels geeignet gewählter Relationen (46) eine Gruppe 6 
herstellen, die (48) genügt und (l)-isomorph zu 6 ist; man braucht 
nämlich nur in (46) , alle Elemente von à durchlaufen zu lassen, die der 
Gruppeneins von G . Jedes System von Relationen (46), 
aus dem man vermôge (47) und (48) die Faktorgruppe G’ be- 
stimmen kann, heifit ein System von erzeugenden Relationen von G. In 
dieser Bezeichnungsweise kann man das Ergebnis der letzten Über- 
legungen folgendermalien zusammenfassen: 


1) Da nach Satz 21 auBer der Gruppeneins alle Untergruppen und mithin alle Normalteiler 
der freien Gruppe % von der Ordnung © sind, kann es keine Gruppe geben, zu der AS etwa 
(z)-isomorph sein kann, wenn » Æ 1 oder co ist, 
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Satz 23. Eine beliebige freie Gruppe 3 und ein willkürliches System von er- 
zeugenden Relationen (46) in 3 bestimmt vermiitels (47) und (48) eindeutig 
eine Gruppe ®', zu der à (c)-isomorph ist. Wenn D aber (co )-is0- 
morph zu ® ist, so kann man stels aus ÿ durch ein geeignet gewähltes 
System von Relationen eine zu G(1)-isomorphe Gruppe ®° erzeugen." 


Aufgabe: Zu beweisen, daB jede Gruppe von der Ordnung n + 1 
aus einer freien Gruppe mit x Erzeugenden durch »? erzeugende Rela- 
tionen gebildet werden kann. 

Man kann die Elemente (47) von 9 formal aus den Produkten 


SE. E-8i,- Si -E- Si, : + + "ES, (47°) 


dadurch herstellen, daB man die Æ, durch die in (46) aufgeführten X+t 
ersetzt. Durch Umkehrung dieser Operation kann man daher jedes 
Element von 9% in die Gruppeneins von ÿ verwandeln. Man kann also 
jedes Element von St aus jedem anderen durch folgende genügend oîft 
wiederholte Transformationen gewinnen. 


1. E$' an willkürlicher Stelle einschieben. 

E*' durch E,-Æ,', oder durch Æ,'-Æ,, oder durch 3° ersetzen 
DURS RTE 

3. E,.E,"' oder E;*-E, oder 5#° durch E- ersetzen 


re OO le 2) 


[©] 


4. In Produkten von m> 1 Faktoren: E, * wegstreichen. 


Da aber zwei Elemente von ÿ, die demselben Element in G entsprechen, 
sich nur durch einen Faktor Æ aus % unterscheiden, gehen sie durch 
Transformationen 1 bis 4 auseinander hervor, und umgekebhrt entspricht 
zwei Elementen von %, die sich durch 1 bis 4 ineinander transformieren 
lassen, dasselbe Element von G. 

Also: 

Satz 24, Die Gruppe 6, die durch die Erzeugenden (44) und die erzeugenden 
Relationen (46) definiert wird, entsteht aus den formalen Produkten (45) da- 
durch, daB man alle Produkte einander gleichsetzt, die durch beliebig oft 
wiederholte Transformationen 1 bis 4 auseinander hervorgehen.“ 

Im Gegensatz zu den freien Gruppen besitzt man für die Gruppen mit 
Relationen kein Verfahren, das in jedem Falle die Feststellung der Ver- 
schiedenheit zweier als formale Produkte gegebener Gruppenelemente 
ermOglicht. Im Kap. VI, $ 11 wird für eine gewisse Klasse solcher 
Gruppen dieses Problem mit Hilfe einer Konfiguration behandelt und 
gelôst werden. 

Beispiel einer Gruppe 6. 

Erzeugende: 1H NRC 


Erzeugende Relation: BH; Te He ='1. (49) 


$ 8. Gruppen von der Ordnung co, 39 


Bezeichnet man mit S — S’ die Tatsache, dal S und $’ demselben Element 
von ® entsprechen, so folgt aus (49): 


E;-E,-E,.E,;; EE, =E;".E;; 
EH = EE: HE, EH. 


Folglich kann man die Potenzen der Erzeugenden willkürlich in jedem 
Produkt umordnen und erhält für jedes $ aus 


S > ET'.E2" (m1, m, > 0). (50) 
Gäbe es für dasselbe $ noch eine andere Darstellung 
SEY.E}", so müfte 
ENT". Him "M 1 sein. 
Das ist aber nur môglich, wenn 
Ma = My Mo = Ma ist. 


Denn in (49) ist die Summe der Exponenten von Æ, und ebenso die 
Summe der Exponenten von Æ, gleich Null. Setzt man (49) für Z, in 
(47) ein, so erhält man alle Z— 1 und in diesen müssen daher die beiden 
Exponentensummen ebenfalls verschwinden. Man kann daher den Ele- 
menten von G eindeutig die rechten Seiten von (50) zuordnen, und es 
ist stets 


(EE). (ET-E;) = ETS ET, 


G ist also das direkte Produkt der von Æ, und der von Ë, erzeugten 
freien Gruppen. Geometrisch läft sich daher G als Gruppe von Parallel- 
verschiebungen deuten, wobei Æ7°.Æ;* dargestellt wird durch: 


LT EM 
= y+m. 
Aufgabe, Man untersuche die Gruppe: 
Erzeugende: ne, pi Fa. He 
Erzeugende Relationen: 
FHDPN ENCEINTE mL OO CN RP OR DEA DEP 
BD EH HT EE, =. 


HAPITe ILE 


Grundlagen der kombinatorischen Flächentopologie. 


Neben jenem Teil der Geometrie, der von den 
GrôBen handelt und zu allen Zeiten eifrig studiert 
wurde, gibt es noch einen anderen, bis jetzt bei- 
nahe unbekannten, den Leibniz zuerst erwähnt und 
Geometrie der Lage genannt hat. Dieser Teil be- 
schäftigt sich mit dem, was allein durch die Lage 
bestimmt werden kann und mit der Ergründung 
der Eigenschaften der Lage . .. 


Eulers Abhandlung über das Kônigsberger Brückenproblem, aus der 
die oben stehenden Worte entnommen sind, kann als der Anfang eines 
neuen Kapitels der Mathematik: der Topologie:) oder Analysis situs 
betrachtet werden. Damals noch ,,beinahe unbekannt“ und auch lange 
nachher noch wenig beachtet, ist dieser Wissenszweig erst am Schlusse 
des 19. Jahrhunderts zu kräftiger Entwicklung gekommen. Heute ist die 
grundlegende Bedeutung der Topologie für die gesamte Mathematik 
(nicht nur die Geometrie) wohl allgemein anerkannt. Man unterscheidet 
jetzt drei Richtungen?) in der Topologie: die allgemeine Topologie, die 
Topologie des Kontinuums und die kombinatorische Topologie; für die 
Konfigurationen kommt fast ausschlieflich die letztere in Frage. Aber 
gerade von diesem Teile der Mathematik ist bisher so wenig in die 
Lehrbuchliteratur übergegangen, dak es nicht môglich ist, irgend etwas 
hiervon als beim Leser bekannt vorauszusetzen. Deshalb wird an dieser 
Stelle eine zusammenhängende Darstellung der wichtigsten Sätze der 
kombinatorischen Flächentopologie gegeben, mit einigen Anwendungen, 
die auf die folgenden Kapitel vorbereiten sollen. 

Der eigenartige Reiz der kombinatorischen Topologie rührt her von 
der seltsamen Vereinigung von grôBter Abstraktion mit ganz elementarer 
Anschaulichkeit. Ist schon die Geometrie in gewissem Sinne abstrakt, 
weil in ihr von allen Eigenschaften der Dinge abgesehen wird, die sich 
nicht auf die räumliche Ordnung (nach Lage und Mañ) beziehen, so 
gilt das noch mehr von der Topologie, in der nur die Lage der Gegen- 


1) Die von Leibniz und Euler vorgeschlagene Bezeichnung ,,Geometrie der Lage‘* ist in- 
zwischen an die projektive Geometrie verloren gegangen. 
?) Vgl. Tietze, Hamb. Sem. Abhandlungen Bd, 2, S, 37—68, 
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stände von Belang ist und von allem anderen abstrahiert wird. Es bleibt 
für die Topologie der Flächen nichts anderes als Baustoff übrig als drei 
verschiedene:) Arten von Elementen: 


PUNTO PR PS (1) 
Strecken: 8, 8,..., & (2) 
PAS C5 OT AE (3) 


und eine einzige Beziehung zwischen verschiedenartigen Elementen: die 
Inzidenz. 

Die so durch Abstraktion erlangte äulBerste Vereinfachung ermôglicht 
dann wieder die Konstruktion anschaulicher Modelle für die topologischen 
Gebilde. Man kann sich die ,Punkte“ z. B. als Plastilinkugeln, die 
nStrecken“ als Stäbe, die ,Zellen“ als dazwischen eingespannte Mem- 
brane vorstellen; aber ebensogut kann man die (1), (2), (3) gewissen 
geometrischen Punkten, Kurvenstücken und (ebenen oder krummen) 
Flächenteilen gleichsetzen. Die kombinatorische Topologie ist so einem 
Kombinationsspiel vergleichbar — einem Spiel, dem allerdings eine ernste 
Bedeutung für die mathematische Wissenschaft innewohnt. Im Spiel- 
kasten liegen die Elemente (1), (2), (3) und nach bestimmten Spielregeln 
(den Inzidenzgesetzen) kann man dann die verschiedenen topologischen 
Gebilde aufbauen. 


S 1. Komplexe. 


Es liege eine beliebige Gesamtheit M von endlich vielen Elementen 
(1), (2), (3) vor und es sei irgendwie feststellbar, ob zwischen zwei (ver- 
schiedenartigen) Elementen von M die Beziehung der Inzidenz besteht 
oder nicht. Über die Eigenschaften der Inzidenz wird sonst zunächst 
überhaupt nichts vorausgesetzt. Es kann dabei vorkommen, da8f M in 
zwei Bestandteile M° und M” zerlegt werden kann, so dal jedes Element 
von M zu genau einer dieser beiden Gesamtheïiten gehôrt und kein 
Element von M’ mit einem Element von M” inzident ist. In diesem 
Falle heift M zerlegbar andernfalls zusammenhängend. 


Eine Folge von Elementen 


FE TO Ad (4) 


mit der Eigenschaft, da jedes Element der Folge mit dem jeweils voran- 
gehenden inzident ist, heilit eine Kette. Sind alle Elemente einer Kette 
verschieden, so heift sie einfach. Gehôrt das Element & zu M” und ist 
M' zusammenhängend, so müssen alle Elemente von M” mit & durch eine 
Kette verbunden werden kônnen, deren Elemente zu M” gehôren. Man 


1) In der Topologie der n-dimensionalen Räume werden n+ 1 verschiedene Arten von Ele- 
menten benôtigt. 
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erkennt daraus, daf (ganz analog zu Einleitung, Satz 4, S. 6) jedes M 
eindeutig in zusammenhängende Bestandteile M'; M'';...; M) zerfällt 
und je zwei Elemente eines zusammenhängenden M durch eine — ganz 
in Mo) verlaufende — einfache Kette verbunden werden kônnen. 


Definition: Ist M’ zusammenhängend, gehôren ferner mit jeder Zelle z 
von M’ auch alle mit z inzidenten Strecken zu M’, und gehôren mit 
jeder Strecke s von M’ auch alle mit s inzidenten Punkte zu M”, so ist 
M' ein Komplex. 


Axiom I (Streckenaxiom). ,,Mit jeder Strecke sind genau zwei Punkte inzident: 
die Endpunkte der Strecke.“ 

Dieses Axiom I ist das einzige Axiom, das die Inzidenz von Punkten 
und Strecken betrifftt Man kann daher jede zusammenhängende Gesamt- 
heit von endlich vielen Punkten und Strecken, in der jede Strecke mit 
genau zwei Punkten inzident ist, als Streckenkomplex bezeichnen. Eïinen 
solchen Streckenkomplex kann man sich z. B. mit Hilfe eines Domino- 
spieles verschaffen. Die Augenzahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 sind die Punkte; 
die Spielsteine mit ungleichen Augenzahlen sind die Strecken; jede Strecke 
ist mit den beiden auf dem Spielstein verzeichneten Augenzahlen inzident. 
Dieser Komplex ist eine Konfiguration 7,, 21,; die zugehôrige Konfi- 
gurationsgruppe ist die symmetrische @,. — Eine beliebige unzerlegbare 
schematische Konfiguration p,, g, kann immer als Streckenkomplex auf- 
gefaBt werden; man braucht nur die Zeilen der Inzidenztafel als Punkte, 
die Spalten als Strecken aufzufassen und die Inzidenz bzw. Nichtinzidenz 
entsprechend der Tafel zu regeln. Solche Konfigurationen werden bis- 
weilen auch als ,reguläre Komplexe“ und die Zahl y als der ,,Grad“ be- 
zeichnet. Von besonderem Interesse ist der Fall y=2, wobei p —g 
wird. Die Elemente lassen sich dann anordnen als: 


U28 Qa; cs Gon) (5) 


wobei alle Elemente verschieden sind, &,, mit &,, und jedes Element mit 
dem folgenden inzident ist. Geht man nämlich von einem beliebigen 
Element a, aus und wählt &, als eines der beiden zu &, inzidenten Elemente, 
so ist a, eindeutig bestimmt als das von à, verschiedene mit &, inzidente 
Element. Entsprechend erhält man die folgenden Glieder (5), bis der 
Fall eintritt, daB das Element @a,,, (das mit a, inzident und von a 
verschieden ist) bereits unter den vorangegangenen Elementen der Folge (5) 
vorgekommen ist, Da jedes Element nur mit zwei Elementen inzident ist, 
kann nur @, mit @,,, inzident sein. Es sind also @, und &y VON Ver- 
schiedener Art, mithin u —2n. Die Elemente (5) bilden also ein System, 
in dem jedes Element mit genau zwei Elementen inzident ist. Keines 
dieser 2n Elemente kann also mit einem etwaigen anderen Element 
des regulären Komplexes inzident sein. Da aber ein Komplex zusammen- 
hängend ist, kônnen in ihm keine anderen FElemente als (5) auftreten. 
Ein solches System (5) heifit Zyklus von Punkten und Strecken (Beispiel: 
Die Ecken und Seiten eines einfachen n-Ecks). Entsprechend versteht 
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man unter einem Zyklus von Zellen und Strecken ein System (5) von 
je x verschiedenen Zellen und Strecken, in dem jedes Element mit dem 
folgenden und @a,, mit a, inzident ist. 

Sind in einer Folge (5) nicht alle Punkte verschieden, aber alle 
n Strecken, so gibt es eine Teilfolge: 


Gy+s Atos set Œyrau Ayrou+1) in der Ay+1 —= Œytouti ist, (5°) 


während die ersten 2u Glieder von (5) voneinander verschieden sind. 
Diese 2 u Elemente bilden dann einen Zyklus. Gehôüren also zu einem Kom- 
plex K die nicht notwendig verschiedenen Punkte P, und die Streckens,, 
und ist jedes Element der Folge 


RS Le, She la (5”) 


mit dem unmittelbar folgenden inzident, so gibt es mindestens einen zu 
K gehôrigen Zyklus. Entfernt man aus X die zu (5) gehôrige Strecke 
S:, SO bilden die übrig bleibenden Punkte und Strecken wieder einen 
Komplex X”. Kommt nämlich in einer Kette, die zwei zu K”’ gehôrige 
Elemente in X verbindet, die Strecke s, vor, so kann man stets 


PF, #.0P. Cersetzen durch: 
na ni a ee 2 me ee 


Auf diese Art erhält man eine ganz in X” verlaufende Kette. K’ ist 
also zusammenhängend, und da alle Punkte in K° vorkommen, die mit 
den Strecken von KX’ inzident sind, so ist K” ein Komplex. Enthält 
andererseits ein Streckenkomplex K eine Strecke s, (inzident mit P,_; 
und P,) und entsteht durch Weglassen von s; aus K wieder ein Kom- 
plex X”, so gibt es auf K” eine einfache Kette 


me CON) RAS 
und daher auf Æ eine Kette 


1 HOT ET Sr) 1 


und diese ist ein Zyklus. Bleibt also À auch nach Wegnahme einer 
Strecke ein Komplex, so mul es auf K einen Zyklus geben. 

Hat eine endliche Gesamtheit M von Punkten und Strecken die Eigen- 
schaft, daB mit jeder Strecke s von M auch beide mit s inzidente Punkte 
zu M gehôüren, so kommt dieselbe Eigenschaft den zusammenhängenden 
Bestandteilen 


RARE (6) 


zu. Diese sind also Komplexe. Fügt man zu M noch eine Strecke s hinzu, 
deren Endpunkte zu M gehôren, so entsteht wieder eine Gesamtheit M 
mit derselben Eigenschaft, und zwar ist die Anzahl der zusammen- 
hängenden Bestandteile von M entweder » oder y— 1, je nachdem die 
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Endpunkte von s beide zum selben, oder zu verschiedenen Komplexen (6) 
gehôren, Läft man umgekehrt in M eine Strecke weg, so bleibt die 
Anzahl der zusammenhängenden Bestandteile entweder unverändert, oder 
sie wird um 1 vermehrt. Ist speziell M ein Streckenkomplex ohne Zyklus 
mit «, Punkten und «, Strecken, so wird die Zahl der Komplexe bei Weg- 
lassen einer Strecke jedesmal um 1 vermebhrt: lä$ft man nacheinander 
alle Strecken weg, so entstehen «, + 1 Komplexe, und da jeder dieser 
Komplexe nur aus einem Punkte bestehen kann, ist also 


d =04, Fil. 


Satz L. ,Besteht ein Streckenkomplex ohne Zyklus aus «, Punkten und a, Strecken, 
so ist a; — @ÿ + 1 = 0. 


Enthält ein beliebiger Streckenkomplex À von a, Punkten und a, 
Strecken einen Zyklus, so kann man aus X durch Wegnahme einer 
geeignet gewählten Strecke einen Komplex K, konstruieren; enthält K, 
auch einen Zyklus, so kann man ebenso von K, zu K, gelangen usw. 
Nach u <a, Schritten mul man zu einem Komplex K, gelangen, der 
keinen Zyklus mehr enthält. Nach Satz 1 ist dann 


(ty —u) — à, + 1 = 0, daher 
Œ, — Co +1 TI (7) 


Die linke Seite von (7) kann also nicht negativ sein. Ist m > u, so gibt 
es daher keinen Streckenkomplex mit a, Punkten und «, —m Strecken: 
d. h. À zerfällt, wenn man mehr als u Strecken entfernt. Die durch (7) 
definierte Zahl u gibt also an, daB man aus X g'enau w, aber nicht mehr 
geeignet gewählte Strecken herausnehmen kann, ohne den Zusammen- 
hang von À zu zerstôren. Man kann aber die Zahl u noch anders deuten. 
Gibt es nämlich auf À Zyklen 


NL NE TNT. (8) 


mit der Eigenschaîft, da man keinen der Zyklen (8) aus den Elementen der 
y — 1 anderen zusammensetzen kann, so gibt es in jedem Z, eine Strecke 
ss, die in keinem anderen Zyklus (8) vorkommt. Nach Wegnahme der 
y Strecken s, bleibt X ein Komplex, also ist 


V<, (9) 
Ist umgekehrt (9) erfüllt, so kann man zeigen, daB man » Zyklen (8) mit der 
angegebenen Eigenschaît auf K finden kann. Es genügt, diesen Beweis 
für »—yu zu führen. Für u = 1 ist die Behauptung sicher richtig. Es 
wird ihre Richtigkeit für u—@—1 angenommen und dann für u =0 
bewiesen. Hat nun in einem Komplex K die Zahl u den Wert p > 1 
so kann man durch Wegnahme einer geeigneten Strecke s ss 
Komplex K” bilden, in dem u—@—1 gilt Dann gibt es in K o—1 
Zyklen Z,,..., Z,_1, von denen keiner ganz aus Strecken und Punkten 
der g—2 anderen besteht, und man kann wieder auf jedem Z 


T 
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(Tr = 1,..., 0 — 1) eine Strecke s, finden, die nur auf diesem Zyklus vor- 
kommt. Nimmt man diese po — 1 Strecken aus À heraus, so entsteht 
ein Komplex X, in dem u—1l ist. Jeder Zyklus von K muk s& ent- 


halten; denn durch Wegnahme von Sos Bis ce 891 entsteht aus À ein 
Komplex K,, in dem u— 0 sein muf. Ist daher Z, ein beliebiger Zyklus 
auf K, so bilden die Z,, ..., Z, ein System von Zyklen mit der verlangten 
Eigenschaîft; denn s, (x—1,...,@) kommt nur in Z, vor. Also: 


Satz 2, 1 u—@ — a+ 1 und a, (bar. a) die Anzahl der Punkte (bzw. 
Strecken) des Streckenkomplexes K, so kann man genau u, aber nicht mehr 
als u Zyklen auf K finden, von der Eïigenschaft, daB keiner dieser Zyklen 
ganz aus Elementen der andern u — 1 Zyklen besteht. Bei Wegnahme von 
geeignet gewäühlten u Strecken bleibt der Zusammenhang von K gewahrt. Werden 
mehr als uw Strecken entfernt, so zerfällt der Komplex in mehrere Komplexe.‘ 


Due ADM Size. cine Kette Pis MP, d, 8, Loi 
heiBt ein ,,Zug“, wenn die Strecken s,, ..., s, alle verschieden sind, während 
die Punkte mehrmals vorkommen dürfen. Ist P, — P,.,, so heilt der 
Zug geschlossen, sonst offen. Zu beweisen: 1. Ein Komplex, der aus 
zwei Zügen ohne gemeinsame Strecke besteht, kann als geschlossener 
(bzw. offener) Zug dargestellt werden, wenn beide Züge geschlossen sind 
(bzw. ein Zug geschlossen, einer offen ist). 2. Die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, da ein Komplex als geschlossener (offener) 
Zug darstellbar ist, besteht darin, da jeder Punkt (bzw. jeder mit Aus- 
nahme von zwei Punkten) mit einer geraden Anzahl von Strecken inzident 
ist. Anwendungen von 2: a) Eine Stadt ist durch FluBläufe in Stadteile 
{1}, {2}, ..., {v}, ...,{æ} geteilt, und zwar grenzen #, Brücken an {y}. 
Ist bekannt, dafi man durch die Brücken alle Stadtteile (direkt oder 
indirekt) verbinden kann, so genügt die Kenntnis der Zahlen k, zur Fest- 
stellung, ob es môglich ist, bei einem einzigen Gange sämtliche Brücken 
genau einmal zu überschreiten (Kônigsberger Brückenproblem; s. Euler 
Werke (1), 7, S.1—10). b) Kriterium dafür, da es môglich ist, bei einer 
einzigen Reise sämtliche Ländergrenzen eines Erdteils jeweils genau ein- 
mal zu überschreiten. c) Nach Beendigung des Dominospieles mu an 
beiden Enden dieselbe Augenzahl stehen. Spielt man aber mit einem 
Dominospiel mit den Augenzahlen 0, 1, ..., 9, so ist das nicht môglich. 
Auch kann dann das Spiel nie ,aufgehen“. 3. Sind die Strecken eines 
Komplexes K in 2 Klassen ,rot“ und ,blau“ geteilt, so daË jeder Punkt 
mit ebenso vielen roten wie blauen Strecken inzident ist, so kann man K 
in einem Zuge durchlaufen, auf dem die roten und blauen Strecken alter- 
nieren. — Anwendung: Spielt man mit einem Dominospiel mit den Augen- 
zahlen 0 bis « derart, da an » stets a-v angesetzt werden muf, so be- 
trägt bei Beendigung des Spieles die Summe der Augenzahlen an beiden 
Enden «, und es kann bei jedem « vorkommen, da8 das Spiel aufgeht. 

Wichtiger als die Streckenkomplexe sind die Komplexe, in denen Zellen 
vorkommen, Um sie untersuchen zu kônnen, muB das Axiom bekannt 
sein, das die Inzidenz der Zellen mit Punkten und Strecken regelt. 
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Axiom IL (Zellenaxiom). Die Strecken und Punhte, die mit einer Zelle 2 
insident sind, bilden einen Zyklus, den Rand von 2“, 


Aus diesem Axiom folgt sofort: 

1. Ist der Punkt P mit der Zelle z inzident, und gehôürt z zum Komplex 
K, so gehôrt auch P zu K. 

Denn nach Axiom II mu es eine Strecke s geben, die mit P und z 
inzident ist. Nach der Definition des Komplexes gehôrt dann aber 
(vel. S. 42) mit z auch s und mit s auch P zu K. 

2, Ist die Strecke s mit einem Punkt P und einer Zelle z inzident, so 
ist auch P mit 2 inzident. — Denn P gehôrt zum Rande von z. 

3. Die Gesamtheit C aller Punkte und Strecken, die zu einem Komplex 
K gehôren, ist ein Streckenkomplex. 


Beweis: Gehôrts zu C und mithin zu K, so gehôren auch die mit s 
inzidenten Punkte zu K und folglich zu C. Es ist also nur noch zu 
beweisen, daB C' zusammenhängend ist. Sind aber à, und a zwei beliebige 
Elemente von ©, so kann man auf dem Komplex K eine Kette 


dre Un 00 (10) 


konstruieren, die a, und & verbindet. Ist a, in (10) eine Zelle, so ge- 
hôren &@,-, und G,+, Zum Rand von @, (für &@,:, ist dabei a zu setzen). 
Man kann also a,_, und @,,, durch eine Kette von Punkten und 


Strecken 
Br 0e ND Tate (10°) 


verbinden. Ersetzt man in (10) a, durch (10’), so erhält mar eine Kette, 
die a, mit & verbindet und eine Zelle weniger enthält als (10). Durch 
hôchstens »-fache Wiederholung dieses Verfahrens kommt man dann zu 
einer Kette, die a, mit @a verbindet und nur aus Punkten und Strecken 
besteht. Man kann also je zwei Elemente von C auch durch eine auf C 
liegende Kette verbinden. C' ist also zusammenhängend. 

4, Entfernt man beliebige Zellen aus dem Komplex X, so entsteht 
wieder ein Komplex ÆX. 

Da nämlich jede Zelle von À mit Strecken von K inzident ist, kann 
man je zwei Zellen von À durch eine Kette verbinden, die — aufer den 
Endgliedern — nur aus Punkten und Strecken besteht, Durch Wepg- 
nahme von Zellen wird also der Zusammenhang von X nicht zerstôrt: 
auch enthält À” mit jeder Zelle (und Strecke) auch die mit ihr inzidenten 
Strecken (und Punkte). 

5. Entfernt man aus einem Komplex ÆX eine Strecke s und die sämt- 
lichen k > 0 Zellen von K, die mit s inzident sind, so entsteht wieder 
ein Komplex X. 

Wegen #°> 0 gehôrt nämlich s mindestens einem Zyklus von Punkten 
und Strecken auf K an. Der zu K gehôürige Streckenkomplex C wird 
also durch Wegnahme von s ein Streckenkomplex C’. Da ferner die 
übrig gebliebenen Zellen und Strecken kein zu ihnen inzidentes Element 
verloren haben, ist das System KX ein Komplex. 
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Definition. ,,Æ£ine komplektische gesehlossene Fläche (Xwrz: Fläche F) 
ist ein Komplex mil folgenden beiden Eïgenschaften: 


1. Jede Strecke ist mit zwei Zellen inzident. 

2. Die Strecken und Zellen, die mit einem Punkte incident sind, bilden jeweils 
einen Zyklus. 

Fafñit man diese Definition mit den beiden Axiomen und der Definition 
des Komplexes zusammen, so ergibt sich die Fläche F als eine Gesamt- 


heit von endlich vielen Punkten, Strecken, Zellen mit folgenden Eigen- 
schaften: 


1. Jede Strecke von F ist mit l’. Jede Strecke von F ist mit 
genau zwei Punkten von F genau zwei Zellen von À inzi- 
inzident. dent. 

2. Die Punkte und Strecken von 2”. Die Zellen und Strecken von 
F, die mit einer Zelle von F F, die mit einem Punkte von 
inzident sind, bilden jeweils F' inzident sind, bilden jeweils 
einen Zyklus. einen Zyklus. 


3. Je zwei Klemente von F kônnen durch eine auf F gelegene Kette 
verbunden werden. 

Durch diese fünf Postulate ist der Begriff der Fläche F vollständig fest- 
gelegt. D. h.: Hat man endlich viele Dinge von drei verschiedenen Arten 
(,Punkte“, ,Strecken“, ,/ellen“) und zwischen verschiedenartigen Dingen 
eine Beziehung , Inzidenz“, die den fünf Postulaten g'enügt, so läfit sich dieses 
System als ,Fläche F“ ansprechen. Vertauscht man in den Postulaten 
die Worte ,Punkt“ und ,/elle“, so wird 1 mit 1”, 2 mit 2’ vertauscht, 
3 geht in sich selbst über. Spricht man also die Punkte als Zellen, die 
Zellen als Punkte an, so erhält man aus F wieder eine Fläche F. Nimmt 
man in À die Vertauschung abermals vor, so erhält man wieder F. Die 
Beziehungen zwischen F und F ist also eine reziproke. Aus dieser Über- 
legung folgt der 


Satz 3. (Reziprozitätsgesetz der Flächen F). ,2Zu jeder Fläche F gehôrt 
cine reziproke Fläche F, die aus denselben Elementen besteht und in der Elemente 
dann und nur dann inzident sind, wenn sie in F inzident sind. Es sind 
die Punkte der einen Fläche dabei immer genau die Zellen der anderen. 


Dieses Reziprozitätsgesetz entspricht dem Reziprozitätsgesetz der pro- 
jektiven Geometrie des drei-dimensionalen Raumes. Punkte, Strecken, 
Zellen spielen hier die gleiche Rolle wie dort Punkte, Geraden, Ebenen. 

Aus dem Reziprozitaätsgesetz folgt unmittelbar: 


Satz 4. ,, Auf einer Fläche F kann man zwei Zeilen stets durch eine Kette von Zellen 
und Strecken verbinden.“ 
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Auf der zu F reziproken Fläche F kann man nämlich ($ 1, Folgerung 3) 
zwei Punkte immer durch eine Kette von Punkten und Strecken ver- 
binden. 

Beispiele von Flächen F. 

1. Zwei Punkte P,, P,; zwei Strecken $,, 8,; beide mit P, und P, inzident. 

zwei Zellen z,, z,; beide mit dem Zyklus P,, 8, P,, 8, inzident. 
Die Punkte sind beide mit dem Zyklus 2,, 8,, 2; & inzident. 
2, Vier Punkte {1}, {2}, {3}, {4}. 
Acht Strecken (12),, (24),, (43),, (31),, l wobei (:k),= (ki), 
(12): (24), (43):, (81):, J immer mit à und k inzident. 


Vier Zellen 2, inzident mit den Strecken (12),, (24),, (43), (31). 

22 » CT » (12)2 (24) CR (31): 
23 ” Le L » (1 2)as (2 4), (4 3) (3 1); 
(2 


24 Lo Le , Le) (12), 4), (4 3) (31)2. 
Zyklus um {7 012) 103), 2912); 2, See 
» » {2}: (21), Zi (24);, Las (21), Ta (24): Z4s 
7 2 {3}: (34), 21» (OL) 293 (34), 23 ( 2) Zas 
) : 


31) 
7 » {4}: (43), 235 (42 l' Zos (43), Z3s (42), Za 


Das Beispiel 1 kann man auf einer Kugelfläche realisieren, wenn man 
die Zellen als Halbkugelflächen, die Strecken als Meridiane, die Punkte 
als Pole auffafit. Die Inzidenz zweier Elemente ist dann so zu verstehen, 
daË das eine Element zur Begrenzung (Rand, Endpunkt) des anderen 
gehort. 


Entsprechend wird das Beispiel 2 mit Hilfe untenstehender Figur ver- 


anschaulicht. 
de (2) IF Res 
(31,) 2 (24) La (31,) 
Fr) (43), 4— (43), Ë 
(31); 24 (24), 3 (31) 
Les (2) se (12), mi 
Abb, 2. 


Man denke sich die gleich bezeichneten Strecken etwa dadurch zur 
Deckung gebracht, da$f man zuerst den oberen Rand auf den unteren 
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biegt und dann den entstandenen Zylinder zu einem Ring zusammen- 
schliefit, Die Strecken (12), und (12), bilden zusammen mit ihren End- 
punkten einen Zyklus. Entfernt man diesen Zyklus aus #, so ist die 
übrigbleibende Figur kein Komplex mehr, aber doch noch zusammen- 
hängend. Dasselbe gilt noch, wenn man zugleich die Strecken (31),, (31), 
und den Punkt {3} entfernt, Man kann also aus F einen gevwissen 
Streckenkomplex mit der Zusammenhangszahl w — 2 entfernen, ohne den 
Zusammenhang der Figur zu zerstôren. Anders im Beispiel 1. Hier 
gibt es nur einen Zyklus von Punkten und Strecken. Beseitigt man 
ihn, so bleiben nur die beiden Zelien (ohne Rand) übrig, also keine zu- 
sammenhängende Figur. Es soll dieser Unterschied, der sich an den 
beiden Beispielen gezeigt hat, noch näher untersucht werden. 


Definition. ,,Æin auf der Fläche F  gelegenes System Y von Punkten und 
Strecken ,zerlegt® F [,zerlegt F nicht“], wenn die G'esamtheit M aller Element, 
die zu Faber nicht zu E gehôren, nicht zusammenhängend [zusammenhängend] ist.“ 


Die Fläche F bestehe aus a, Punkten, «&, Strecken, «, Zellen. Z bestehe 
aus endlich vielen Streckenkomplexen, liege auf F und zerlege F nicht. 
M sei die (zusammenhängende) Restfigur, die aus F# durch Weglassen 
der Elemente von Z entsteht. Alle Zellen von F gehôren zu M. (Gehôürt 
der Punkt P zu M, so kann keine mit P inzidente Strecke zu £ gehôren. 
Mit P gehort also der ganze mit P inzidente Zyklus von Strecken und 
Zellen zu M. Da M zusammenhängt, kann man je zwei Zellen von F durch 
eine auf M liegende Kette verbinden. Einen Punkt P dieser Kette kann man 
stets durch einen Teil des mit P inzidenten Zyklus ersetzen. Man kann also 
die Zellen paarweise durch eine auf M liegende Kette von Zellen undStrecken 
verbinden. Durch sukzessives Weglassen von Zellen und Strecken von 
M wird jetzt eine Folge K,, K,, ..., K, von Komplexen auf F gebildet; 
jeder dieser Komplexe enthält £. 

Entfernt man nämlich aus F eine beliebige Zelle z,, so entsteht (nach 
$ 1, Folgerung 3) ein Komplex K,. Es muB K, eine mit 2, inzidente 
Strecke s, von M enthalten. Entfernt man s, und die noch mit $, inzidente 
Zelle z, so erhält man (nach $ 1, Folgerung 4) wieder einen Komplex K,. 
K, enthält (falls «, > 2) wieder eine Strecke s, von M, die mit 2, (u=2) 
und 2, inzident ist. Durch Entfernen von s, und z, erhält man K,. Hat 
man so die Zellen 2,,...,2, und die Strecken s,, ...,87-, von M [s; in- 
zident mit z; und einem z; (j<2)] entfernt, so ist (wieder nach $ 1, 
Folgerung 4) ein Komplex X; entstanden, der X enthält. Ist & < a, so 
enthält K, mindestens eine Zelle. Eine dieser Zellen verbinde man durch 
eine ganz in M verlaufende Kette von Zellen und Strecken mit z,. Die 
beiden letzten zu K}, gehôrigen Elemente dieser Kette seien die Zelle 24,1 
und die Strecke s4. Durch Wegnahme von s; und 24, éntsteht dann 
ein Komplex K;,,,. Das Verfahren bricht daher erst mit K,, ab. K,, ist 
ein > enthaltender Streckenkomplex mit «, Punkten und «a — (a, — 1) 
Strecken. Für K,, wird also: 

U= — Go + G — 0% + 2 


Levi, Geometrische Konfigurationen. 4 
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und es gibt auf K,, genau w Zyklen (Satz 2), von denen keiner ganz 
aus Strecken der übrigen besteht. Auf # gibt es daher hôchstens 
solche Zyklen. 


Satz 5. Hat die Fläche F genau a, Punkte, «, Strecken, a, Zellen, so gibt 
es auf F einen nicht zerlegenden Streckenkomplez, der 


P—l=—-a+a—a +2 (11) 


Zyklen enthält, von denen keiner ganz aus Elementen der übrigen zusammen- 
gesetzt ist, Durch P derartige Zyklen wird F stets zerlegt.“ 


Zu der reziproken Fläche F gehôrt dieselbe Zahl P — 1 wie zu F; denn 
P—1 ändert sich nicht, wenn man in (11) «, und «a, vertauscht. In 
Beispiel 1 ist P —1—0, in Beispiel 2 ist P—1—2 in Übereinstimmung 
mit den vorher gemachten Bemerkungen über den Zusammenhang dieser 
Flächen. Die Punkte und Zellen dieser Fläche bilden eine Konfigu- 
ration 4,, 4,, deren genauere Untersuchung dem Leser überlassen bleiben 
kann. 

Die Zahl P stellt den ,Zusammenhang“ der Fläche dar. Realisiert 
man etwa die Zellen der Fläche durch Platten (oder Membrane), die 
längs gewisser Randstrecken miteinander verbunden sind, so kann man 
auf diesem Gebilde l'längs P — 1 geeignet gewählter in sich selbst zurück- 
laufender Schnitte (sogenannte Rückkehrschnitte) die Verbindung der 
Platten wieder lôsen, ohne l' zu zerstückeln. KFührt man aber P Rück- 
kehrschnitte entsprechend den Bedingungen des Satzes 5 längs der 
Plattenränder aus, so zerfällt l' in mehrere Teile. Es läBt sich aber aus 
dem vorangegangenen noch nicht folgern, daB diese Eigenschaîft auch 
solchen Rückkehrschnitten zukommt, die die Platten durchqueren. Wenn 
das Modell T' einen gewissen Raumteil begrenzt (das ,Innere“ von l), 
dann läfit sich ein gewisser Umlaufsinn auf Z' auszeichnen, etwa durch 
die Festsetzung, von ,innen“ betrachtet solle der Umlaufsinn dem des 
Ubrzeigers entsprechen. Wird dann der Rand einer Platte z, in diesem 
Sinn durchlaufen 


RE RS EN ET ST 
so wird P umlaufen von 
Me, D 2, 6 -Hond 2. von 
SAP LD OS 
Die Strecke b — und entsprechend jede andere 
Strecke — wird daher als Randstrecke der beiden 
Abb. 3. Nachbarplatten z, und 2, in verschiedenem Sinne 


durchlaufen. Die an dem Modell Z' festgestellte 
Eigenschaîft der Orientierbarkeit legt die Frage nahe, ob es auf den kom- 
plektischen geschlossenen Flächen F etwas ähnliches gibt, obgleich hier 
von einer Bezichung zu einem umliegenden Raum (entsprechend dem 
+Inneren“ und .Auferen“ von l') nicht die Rede sein kann. 
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Die Indikatrix  l-Indikatrix der Zyklen. 
Die Zyklen sind definiert als Systeme 


LA LA ? À 
di On 0 ces da (12) 


von zweierlei Elementen, in denen jedes Element mit dem folgenden, 
das letzte auferdem mit dem ersten inzident ist Durch die Angabe, 
mit welchen beiden Elementen jedes Element inzident ist, wird der Zyklus 
vollständig bestimmt. Es gibt daher eine Gruppe G von 2n Permu- 
tationen gleichartiger Elemente, die den Zyklus in sich selbst überführen. 
Diese Gruppe besitzt einen Normalteiler % von der Ordnung n. % be- 
steht aus den sogenannten zyklischen Permutationen 


E d ) (= 1 ..., n) 0=m=<n;tfûr 4, (bzw a) 


Giim Girm/ ist, Wenn r > 0 immer @, (bzw. a) zu setzen. 


Man kann jetzt aber in der Inzidenz einen Unterschied machen, indem 
man die beiden mit demselben Element a des Zyklus inzidenten Elemente 
als ,linken“ und ,rechten“ Nachbar unterscheidet; dabei wird festge- 
Setzt: 

æ) Jedes Element hat einen linken und einen rechten Nachbar. 

8) Ist a linker Nachbar von b, so ist b rechter Nachbar von «a. 

Jede Festsetzung der Nachbarschaft auf einem gegebenen Zyklus, die 
diesen beiden Bedingungen genügt, heilt Indikatrix des Zyklus. Be- 
stimmt man: @; ,rechts* (bzw. ,links“) von a; und zugleich «, ,rechts“ 
(bzw. , links“) von a,, so hat man zwei verschiedene Indikatrizen auf (12). 
Andere kann es aber nicht geben; denn mit der Festsetzung der Nach- 
barschaîft zweier Klemente ist durch « und 6 die Nachbarschaft aller 
Elemente des Zyklus bestimmt. Die Gruppe des orientierten, d. h. mit 
einer Indikatrix versehenen Zyklus (12) ist W. Also: 


Satz 6. ,Jeder Zyklus läft sich auf zwei verschiedene Arten orientieren.“ 


Ain dieatmr au Eläachennr Zreedem Punkt undujeder 
Zelle von F gehôrt ein Zyklus von Strecken und Zellen bzw. Strecken 
und Punkten; alle diese Zyklen seien irgendwie orientiert. Der Kürze 
halber spricht man von der Indikatrix der Punkte undZellen, 
statt von der Indikatrix der zugehôrigen Zyklen. «a und a’ seien ein 
Punkt und eine Zelle1) von F, die miteinander inzident sind; a’ und b’ 
seien die beiden Strecken, die zugleich mit & und a’ inzident sind, 
und zwar 


sei hinsichtlich der Indikatrix von a: &@’ linker Nachbar von @”, 


b’ rechter  ,, eur 

[74 4 e 
Ist dann , ù ; rem bnEer ) 0, 
a rechter F Re 


so heiBen die Indikatrizen von a und a” übereinstimmend (oder: & und a” 
sind ,übereinstimmend orientiert“). Aus dieser Festsetzung folgt: 


1) Dabei ist gleichgültig, ob «a oder &” der Punkt ist. 
4% 
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A. Haben a und a” auf F übereinstimmende Indikatrizen, so gilt 
dasselbe für die reziproke Fläche F. 
B. Man kann alle mit dem Punkte (bzw. der Zelle) à inzidenten Zellen 


(bzw. Punkte) a, as, ..., a}, so orientieren, dal ihre Indikatrix mit der 
von & übereinstimmt. Haben nun a”, ..., ax mit & übereinstimmende 


Orientierung und ist dabei aï der linke, a; der rechte Nachbar der 
Strecke a’, so gilt: 


bezüglich aÿ: a rechter Nachbar von 4”, 
bezüglich a: a; linker Nachbar von 4’, 

a’ rechter Nachbar von 4’, 
bezüglich a;: a linker Nachbar von 4. 


a’ vertauscht also seine Nachbarpunkte (bzw. Nachbarzellen), wenn man 
von der Indikatrix einer Nachbarzelle (bzw. eines Nachbarpunktes) zur 
Indikatrix der (bzw. des) anderen übergeht. Wegen B ist es stets müg- 
lich, die sämtlichen a’,..., an so zu orientieren, daB für alle mit a 
inzidenten Strecken diese Bedingung erfüllt wird und zwar kann dies ent- 
sprechend den beiden môglichen Indikatrizen von a, auf zwei verschiedene 
Arten erreicht werden; andererseits ist aber eine solche Orientierung der 
a!,..., 4m auch nur auf hôchstens zwei Arten môglich. Also: 

C. Sind a}, ..., am die mit dem Punkte (bzw. der Zelle) a inzidenten 
Zellen (bzw. Punkte), so kann man sie auf g'enau zwei Arten so orientieren, 
daR jede mit a inzidente Strecke a’ durch die Indikatrizen der beiden 
mit ihm inzidenten a; und ax einmal & zum linken und einmal zum 


rechten Nachbar erhält. Sind die a7,..., a» so orientiert, dann kann 
man & eine Indikatrix erteilen, die mit den Indikatrizen aller a7, ..., as 
übereinstimmt. 


Ist speziell die Orientierung aller Punkte und Zellen von F so vor- 
genommen, daf stets die Indikatrizen inzidenter a und a” übereinstiminen, 
so soll damit eine Indikatrix der Fläche F festgelegt sein. (F ist 
orientiert.) Aus dieser Definition und A folgt sofort: 


A". ,1st F'orientiert, so ist hierdurch auch die zu F reziproke Fläche F orientiert.“ 


Ist F orientiert, und vertauscht man die Indikatrix jedes Zyklus mit 
der entgegengesetzten, so sind inzidente Punkte und Zellen wieder über- 
einstimmend orientiert, und man hat eine andere Indikatrix von F. JIst 
die Indikatrix eines Punktes oder einer Zelle auf einer orientierten F 
bekannt, so ist damit die Indikatrix aller Nachbarzellen (bzw. Nachbar- 
punkte) gegeben, und da F zusammenhängend ist, kann man die Orien- 
tierung auf jeden Punkt und jede Zelle übertragen. Es sind daher auch 
nur zwei Indikatrizen auf F môglich. Überträgt man auf einer beliebigen 
Fläche die Indikatrix eines Punktes oder einer Zelle & und kommt zu 
dem Resultat, daf zwei inzidente Punkte und Zellen nicht übereinstimmende 
Orientierungen erhalten, so ist eine Orientierung von F weder mit 


dieser, noch mit der anderen Indikatrix von a müoli i 
ROC Oglich. FÆ ist d 
nicht orientierbar. Also: # qu 
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td . 0 * . . + Q 
BANC orientierbar, so kann man F zwei verschiedene Indikatrizen erteilen; 
erhalten bei der Ubertragung einer beliebigen Indikatrix von Element zu Element 
auf F' zwei inzidente Elemente nicht übereinstimmende Indikatrizen, so ist F nicht 
orientierbar.“ 
Ein einfacheres Kriterium für die Orientierbarkeit ergibt sich aus C. 


C’. ,Uberträgt man die Indikatrix einer Zelle von F durch die Festsetzung, 
daf die Strecken hinsichtlich ihrer beiden Nachbarzellen verschiedene linkte Nach- 
barpunkte haben sollen, so ist F dann und nur dann orientierbar, wenn nach 
Ubertragung der Indikatriæ auf alle Zellen von F alle Strecken dieser Festsetzung 
genügen.“ 

Es ist aber noch nôtig nachzuweisen, daB es sowohl orientierbare, 
wie nicht orientierbare Flächen F gibt. Die Beispiele 1 und 2 (S. 48) 
stellen beide orientierbare Flächen dar, was der Leser mit Hilfe des 
Kriteriums C’ leicht nachweisen kann. Vertauscht man im Beispiel 2 
(S. 48) die Strecken (31), und (31), der 
Berandungen von z, und z,, so erhält man l 
eine nicht orientierbare Fläche. Ein ein- 
facheres Beispiel ist in der Figur ange- 
deutet, Überträgt man die Indikatrix von z, 
auf die drei anderen Zellen, so hat jede 
Strecke Ss; beidemal denselben linken 
Nachbarpunkt. Die Fläche ist also nicht 
orientierbar. Wie früher (S. 50) bemerkt 
wurde, kann eine solche Fläche nicht re- 
alisiert werden als Oberfläche eines Kôrpers 
im Euklidischen dreidimensionalen Raum. 
LäBt man eine Zelle (etwa z,) weg, so kann Abb, 4, 
man die Restfigur darstellen mit Hilfe eines 
Papierstreifens, dessen Randstrecken s, verkehrt aneinander gesetzt sind. 
An dieser Stelle gelangt man also von der Oberseite des Streifens auf 
die Unterseite. Die Figur stellt also eine Fläche dar, die nur eine Seite 
hat, das sogenannte geschlossene Môbiusbandi). 


Aus diesem Grunde werden die nichtorientierbaren Flächen auch als 
neinseitige Flächen“ bezeichnet. Es ist aber die Eigenschaft, nur eine Seite 
zu haben, von der Struktur des umgebenden dreidimensionalen Raumes 
abhängig, während die Entscheidung, ob eine Fläche F orientierbar ist 
oder nicht, auf dieser Fläche selbst getroffen wird. 

Es ist noch nicht einmal vorausgesetzt, daB die Flâäche F überhaupt 
ein geometrisches Gebilde ist, noch weniger, da der Raum, in den sie 
etwa eingebettet werden kann, drei Dimensionen hat und Euklidisch ist, 

Entsprechend wie für Gruppen kann man für Flächen (und andere 
topologische Gebilde) den /somorphismus definieren. 


1) Auf die geometrische Bedeutung dieser Fläche (projektive Ebene) wird in $ 5 näher 
eingegangen, 
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Definition. ,Die Fläche #, ist (v)-isomorph zur Fläche F,, wenn die 
Elemente von F, auf gleichartige Elemente von F, so bezogen sind, da 
inzidenten Elementepaaren wieder inzidente Elementepaare entsprechen 
und zwar jedem Elément von F, genau ein Element von F5, cedert 
Element von F, genau » > 0 Elemente von F,“ 

F, wird auch (»)-blättrige unverzweigte Überlagerungsfläche von F, genannt. 

Der (1)-Isomorphismus ist eine gegenseitige Beziehung von F, und F,; 
ist y >> 1, so ist der (»)-Isomorphismus keine gegenseitige Beziehung. 
F, sei (»)-isomorph zu F,, und F, bestehe aus a, Punkten, & Strecken, 
a, Zellen, also F, aus v a, Punkten, va, Strecken, va, Zellen. Die durch 
(11) (S. 50) allgemein definierte Zahl P (> 0) werde auf den beiden 
Flächen mit P, bzw. P, bezeichnet. Dann ist 


P,—3—=—-0+a—0, P,—3——va tva —va;=v(P;—3), 
also —2<P,—3—7r(P,—3); (13) 


Iur P;— ll 'muidaberny —1, PF, — 1 sen, 

für P;—2 sind nur die Falle»—= 1, P/—=2 und y—2, P—"1"mit (13) 
vereinbar, 

für P,> 2 ergibt die Formel (13) keine Einschränkung für die Zahl ». 


Es kônnen also die Flächen mit P —1 keine mehrblättrigen, die 
Flächen mit P—2 hôchstens zweiblättrige unverzweigte Uberlagerungs- 
flächen besitzen. 

Sind 
PF, %"2/+die Punkte, is... 5e die otrecRED ee ce ie 2Clen all) 
von F,, so kann man mit 
P,..., Pr, die Punkte, mitsi,...,s% dieStrecken, mitzi,...,z dieZellen (14) 


der (»)-blättrigen Überlagerungsfläche F, von F, bezeichnen (à — 1,..., »), 
derart, da gleichartige Elemente mit demselben unterenIndex einander ent- 
sprechen, Sind P} und sf inzident, so sind es auch P, und &; um- 
gekehrt folgt aus der Inzidenz von P, und 8, daB es zu jedem P, 
(i= 1,...,») ein mit ihm inzidentes s/ gibt. Entsprechendes gilt für 
Strecken und Zellen, sowie für Zellen und Punkte. Den Zyklen der 
Punkte und Zellen von F, entsprechen so die Zyklen der entsprechenden 
Punkte und Zellen von F,. Die Indikatrix eines Punktes oder einer 
Zelle von F, läBt sich so auf die » entsprechenden Elemente von F, 
übertragen; sind hierbei ein Punkt und eine Zelle von F, übereinstimmend 
orientiert, so gilt dasselbe für die entsprechenden Elementepaare von F.. 
Ist also F, orientierbar, so gilt dasselbe von F,, also 


Satz 7. ,1st eine Flüche orientierbar, so oûlt dasselbe für alle ihre Überlagerungs- 
flächen.“ 


Dieser Satz ist nicht umkehrbar; es gilt im Gegenteil 


Satz 8. ,Jede nicht orientierbare Fläche F hat eine orientierbare zweiblättrige 
unverzweigte Uberlagerungsfläche.“ 
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Beweis: Die Elemente von F seien die (14). Jedem Punkte P; 
von F ordne man zwei neue Elemente P; und P} zu, und zwar entspricht 
Px der einen, P} der andern Indikatrix von P,. Ebenso liefert jede 
Zelle z, zwei Elemente 2, und a Diese P% und z% sind Punkte und 
Zellen eines neuen Gebildes G, und zwar soll der Punkt P* mit der 
Zelle 2% dann und nur dann inzident sein, wenn i. P; mit 2 inzident 
ist, 2. die zu PE gehôürige Indikatrix mit der zu 2“ gehôrigen Indikatrix 
übereinstimmt. Ist nun s; eine beliebige Strecke von F und inzident mit 
P3, Py, 2m) 2ns SO Kann man z, und 2, so orientieren, dal ihre [ndikatrix 
mit einer vorgeschriebenen Indikatrix von Pz übereinstimmt; nach B 
(S. 52) kann man dann aber auch P, so orientieren, daB seine Indikatrix 
gleichfalls mit der von z, und z, übereinstimmt. Es ist daher immer 
übereinstimmend die Indikatrix von 


x À LU v 
TG HE el 


XIE y 
und von PERD rre ee 


Dem ersten Quadrupel werde eine ,Strecke“ s; von @ zugeordnet, 
die mit den vier Elementen inzident sein soll, dem zweiten Quadrupel ent- 
sprechend s. Es ist also jede von diesen 24, Strecken von G mit 
zwei Punkten und zwei Zellen inzident, und die mit demselben Punkt 
(bzw. derselben Zelle) inzidenten Elemente bilden einen Zyklus. Von den 
fünf Bedingungen für eine Fläche (vel. S. 47) sind also vier auf G erfüllt; es 
ist noch zu zeigen, daR G zusammenbhängt. Jeder Kette auf F entsprechen 
zwei Ketten auf G; es muB daher jeder zusammenhängende Bestandteil 
von G mindestens a, Punkte und a, Zellen enthalten. Da nun F nicht 
orientierbar ist, kann man auf F die Indikatrix so übertragen, daB die 
Indikatrizen von zwei inzidenten Elementen P, und 2» nicht überein- 
stimmen. Diesen Übertragungen entsprechen auf G Ketten, die P*% mit 
z4 und P mit 2%, verbinden; es gibt also auf G einen zusammen- 
hängenden Bestandteil mit mehr als «, Punkten; G kann also nicht in 
zwei Bestandteile zerfallen, ist zusammenhängend, mithin eine Fläche, die 
F zweiblättrig überlagert ist. Den Punkten und Zellen von G ist durch 
ihre Erzeugung eine Indikatrix aufgeprägt, bei der inzidente Elemente 
übereinstimmend orientiert sind. G ist also orientierbar. 

Wendet man das soeben angewandte Verfahren auf eine orientierbare 
Fläche F an, so ist G keine Fläche, sondern besteht aus zwei zu F 
(1)-isomorphen Flächen F” und F”. 

Aus Satz 8 folgt, daf alle Flächen mit P = 1 orientierbar sein müssen, 
da sie keine zweiblättrige Überlagerungsfläche besitzen. 

Konfigurationen auf Flächen mit P—1. Bilden die Punkte 
und Zellen einer Fläche eine Konfiguration, d. h.: ist jeder der «, Punkte 
mit a, Zellen (und ebensovielen Strecken), jede der «, Zellen mit &, Punkten 
(und ebensovielen Strecken) inzident, so ist die doppelte Anzahl der 


Strecken: 
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2 = y = dy@,; aus P = 1 folgt nach (11) 


y — A + Ca = 2; 


2 2 
also: a; (£-1+2)- ; 


folglich: A SE (15) 


Bei der Aufzählung der Konfigurationen kann man sich auf die Fälle 
a, = beschränken; denn die Flächen a, =@&, sind zu jenen reziprok. 
Da nun @, @:, @, ganze positive Zahlen sein müssen, sind alle Fälle 
a; =a, >4 auszuschlieen. Es sind also nur môglich: 


L'a-9, a -khaksou—e tr 22 
IL'a—3, 5<a,<6, also: 


1: US = a. do — o a: — 6, (07) RO — À. 
DO 0, Gi == M = 1200) -H 0, 0. 
o. CA7A = d. do = B, 1 — 30, po —= 20, a — 12. 


Es muk noch gezeigt werden, daB alle diese Fälle auch realisierbar sind, 
und daf durch das Zahlenpaar a,, a, die Flächen F bis auf (1)-Isomor- 
phismen eindeutig bestimmt werden. 


Fall L Zu jeder Zelle gehôrt ein Rand von 4 Punkten und # Strecken, 
also k=92. Aus k — a, — a, folgt, dal der Rand alle Punkte und Strecken 
enthält. Es existiert also nur ein Zyklus von Punkten und Strecken auf 
F, der daher gemeinsamer Rand der beiden Zellen sein mu. Bis auf 
(1)-Isomorphismen ist die so entstandene Fläche durch die Zahl k ein- 
deutig bestimmt; andererseits kann man, wenn # = 2, auch immer Flächen 
der verlangten Art bilden. 


Fall IL Da a, — 3, müssen je zwei mit demselben Punkt P inzidente 
Strecken zum Rande einer Zelle gehôren, und da &, > 2, so sind diese 
drei Strecken mit drei verschiedenen Punkten inzident. 


1. &4 —a; —3 Die Punkte sollen heifen 
{1}, {2} {8}, {4. 


Die mit {4} inzidenten Strecken und Zellen müssen (1)-isomorph zu 
den geradlinigen Strecken und Dreiecken der 
nebenstehenden Figur sein. Wegen à, = 3 
mu$ dann der Zyklus {1}, {2}, {3} inzident 
mit einer Zelle sein; durch sie wird der 
Komplex zu einer Fläche IL, abgeschlossen. 
Das Tetraeder ist eine Realisierung dieser 
komplektischen geschlossenen Fläche. Alle 
Realisierungen müssen zueinander (1)-isomorph 
sein. Also ist insbesondere diese Fläche zu 
ibrer reziproken isomorph. 
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_2: Go = 3, as — À, Hier verfährt man entsprechend, indem man zu- 
nächst die drei mit einem Punkte À inzidenten Zellen zusammensetzt. Der 
Rand dieser Figur ist dann ein Sechseck, von dem aber noch nicht 
feststeht, daB alle sechs Punkte verschieden sind. Bezeichnet man sie mit 
A; und B;, so daB À; mit z und 4 (Hz), Bi mit z; inzident ist, so 
muf jedes À; noch mit einer Zelle 2! (+ 24, + 4) inzident sein. Wegen 
ay —=3 ist 2; mit 4; B4 und 4; B, inzident, und die drei z{ sind mitein- 
ander paarweise inzident. Damit ist aber die Fläche geschlossen und 
kann keine weiteren Zellen mehr enthalten. Wegen «,— 6 müssen die 
z; und 2; alle verschieden sein, ebenso die Punkte À, À;, B;, B (wegen 
& — 8). Die Fläche ist also eindeutig bestimmt und wird realisiert durch 
den Würfel; zu ihm reziprok ist das Oktaeder. 


Bemerkt sei, daB im Gegensatz zum Falle II, beim Nachweis der 
Einzigartigkeit nicht nur von den Bedingungen à, = 3, a, — 4 Gebrauch 
gemacht wurde, sondern auch von a —8,a,;—6. Das ist notwendig. 
Man bekommt nämlich auch eine Fläche a, —3, a —4, wenn man 
A—= B, Aj— B;; 2; —72; annimmt. Hier ist a, — 4, a —3, P—1— 1; 
die Fläche ist nicht orientierbar und läfit sich realisieren durch Zerlegung 
der projektiven Ebene in drei Vierecke. Sie ist zweiblättrig dem Würfel 
überlagert. Reziprok zu ihr ist eine Figur, die aus vier Dreiecken mit 
den drei gleichen Eckpunkten besteht und die man dadurch realisieren 
kann, daB man die projektive Ebene durch drei Geraden zerlegt, die sich 
nicht im selben Punkte treffen. 


3. & — 3, a —D. Auch hier verfährt man wie in den früheren Fällen. 
Zu den Strecken, die mit der Zelle z, inzident sind, müssen fünf Zellen z,,...,2% 
inzident sein (doch wei man noch nicht, ob sie alle verschieden sind). 
Der Rand der so entstehenden Figur ist ein Zehneck, zu dessen Kanten 
2, ..., 2% inzident sein müssen. Der freie Rand dieser Figur kann (wieder 
wegen & — 3) nur mit einer einzigen Zelle z inzident sein. Weitere 
Elemente kônnen nicht auftreten. Die Zahlen a, — 20, «, — 30, a, = 12 
zeigen, daf auch hier kein Element unter zwei verschiedenen Bezeichnungen 
auftritt. Die Fläche ist also im Sinne des (1)-Isomorphismus eindeutig 
bestimmt und wird durch das Pentagondodekaeder realisiert. Reziprok 
dazu ist das Ikosaeder. 


Auch diese Fläche ist zweiblättrig überlagert einer nicht orientierbaren 
Fläche (a, &2) = (3, 5); (Go Gi 2) = (10, 15, 6); P—1—1. Sie entsteht 
aus der hier betrachteten Fläche dadurch, da man die gegenüber- 
liegenden Zellen 2, und 2% (4 = 0, 1, 2, ..., 6) und entsprechend die Punkte 
und Strecken identifiziert. Es wird diese Figur durch eine Teilung der 
projektiven Ebene in sechs Fünfeckel) realisiert. Aus diesen Betrachtung'en 

“ergibt sich der 


1) Diese Fünfecke sind paarweise benachbart, Ihre Figur liefert also eine ,Landkarte“, zu 
deren Herstellung man — bei den üblichen Methoden der Kartographie — 6 verschiedene 
Farben braucht. Das ist bemerkenswert, weil man auf Landkarten der Euklidischben Ebene 
oder der Kugel nachweislich mit 5 Farben und in allen bisher bekannten Fällen sogar mit 
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Satz 9 Die Flächen mit P—1—0, deren Punkte und Zellen eine Kon- 
Hire bilden, sind (1)-isomorph zu den nee regulären Polyedern 
und den Diedern sowie deren reziproken Fiquren.“ 


Im Falle P—1— 1 müssen die Zahlen a, a, der Gleichung 


ses Mo (15') 


genügen; & =? würde a, — 2 «&, liefern, was unmôglich. Ebenso ist 
(a,, a) — (3, 3) auszuschliefen, weil, wie oben (unter IL) gezeigt wurde, 
die Bedingung eindeutig zum Tetraeder, also zu P—1—0 führt. Von 
den Fällen (a,, &) — (3,4) oder — (3,5) wurde schon erwähnt, daf sie 
sich realisieren lassen. 

Im Falle P—1—2 ist 


dir. (15”) 


was nur môglich, wenn («,, «&,) = (4, 4) oder (3,6) oder (6,3). Von dem 
ersten Falle wurde schon eine Realisierung gegeben (S. 48, Beispiel 2). 
Im Gegensatz zu den früheren (und späteren) Fällen werden hier durch 
a, und &, die Zahlen «,, &,, «, nicht festgelegt. Tatsächlich lassen sich 
zu jedem dieser Zahlpaare (a,, a.) unendlich viele nicht (1)-isomorphe 
Realisierungen angeben und zwar orientierbare und nicht orientierbare. 


Ist P—1>2, so ist 


fe 
=+e io: (152) 


Die bisher aufgetretenen Zahlpaare (a,, &,) kônnen also auf diesen Flächen 
nicht vorkommen. Die môglichen Konfigurationen werden für grôBere 
Werte P — 1 schon sehr zahlreich. Diese Bildungen sind wenig unter- 
sucht, soweit nicht besondere Anlässe (Funktionentheorie) die Unter- 
suchung einzelner solcher Gebilde nôtig machten. 


Aufgaben. 1. Alle zweiblâättrigen unverzweigten orientierbaren 
Überlagerungsflächen einer nicht orientierbaren Fläche F sind zueinander 
(1)-isomorph. 

2. Der vorige Satz gilt nicht mehr, wenn F orientierbar ist. Man bilde 
ein Gegenbeispiel, etwa P — 1 — 2, wobei noch verlangt werde, da8 F 
eine Konfiguration (a,, a;) — (4, 4) ist. 

3. Alle »-blättrigen, orientierbaren, unverzweigten Überlagerungsflächen 
einer nicht orientierbaren Fläche F sind zugleich unverzweigte Über- 
lagerungsflächen der zweiblättrigen unverzweigten orientierbaren Über- 
lagerungsflächen vou F; es ist also y» —2n. 


4 Farben auskommt, [Ob hierbei allgemein 4 Farben genügen, ist ungewiB (sogenanntes Vier- 
farbenproblem)]. : 
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S 3. Interne Transformation. 


Die Grundbegriffe der kombinatorischen Topologie (Punkt, Strecke, 
Zelle, Inzidenz, Komplex, Indikatrix usw.) sind festgelegt worden ohne 
Hinweis auf irgendwelche geometrische Gebilde, Der Aufbau erfolgte — 
und daran wird sich nichts ändern — rein kombinatorisch ohne irgend 
eine Frage, was die hier benutzten Elemente etwa einzeln bedeuten sollen. 
Das Ziel der Untersuchung ist aber nicht ein Kombinationsspiel, sondern 
eine Methode zur Erforschung gewisser geometrischer Eigenschaften, die 
sich auf die Gesamtgestalt der geometrischen Gebilde beziehen (im Gegen- 
satz zur Differentialgeometrie, welche nur das Verhalten ,im Kleinen“, 
d. h. in genügend kleinen Umgebungen jedes Punktes des betreffenden 
Gebildes, beschreibt). Diesem Ziel der Untersuchung muB die Auswahl 
der Hilfsmittel entsprechen. Eine Kugel z. B. kann durch Hauptkreis- 
bôgen in 4 sphärische Dreiecke zerlegt werden, die — zusammen mit 
ibren Randbôgen und Ecken — eine komplektische geschlossene Fläche 
bilden, wie sie im vorigen Paragraph unter IL, beschrieben wurde (Te- 
traeder). Die gleiche Kugel kann aber auch durch Hauptkreisbôgen 
in 12 sphärische Fünfecke zerlegt werden, aus denen man ganz ent- 
sprechend die Fläche II, (S. 57) erzeugen kann. Man wird sich deshalb 
nach einem Verfahren fragen, um die eine dieser komplektischen ge- 
schlossenen Flächen aus der anderen abzuleiten. Das soll die in der 
Überschrift genannte interne Transformation leisten. Es erscheinen 
dann naturgemäf diejenigen Eigenschaîften der Flächen F als besonders 
wichtig, die sich bei solchen internen Transformationen nicht ändern. 
Sie sollen deshalb untersucht werden. 


A. Interne Transformation von Streckenkomplexen. 
Ein Streckenkomplex S mit den Elementen 


RS PTE 060 


sei auf einen Streckenkomplex S’ folgendermalBen bezogen: 
1. Jedem P; entspricht ein Punkt À; von S’ (j— 1,2, ..., &). 
2, Ist s; inzident mit P, und P, so entspricht s; eine Kette 


Re D ee Die ul (16) 
wobei die s# Strecken, die B Punkte von S’ sind. 
(m; = 0, (n— 1, 2 5500 œ:). 


ur . . 
3. Die a, — E (m; + 1) Strecken s# sind alle verschieden, ebenso die 
i=1 


DES Punkte À; und BŸ; andere Elemente sind in S” nicht 
i=1 


vorhanden. 
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Ist eine solche Beziehung zwischen S und S’ hergestellt, so soll S” 
Unterteilung von S beilen. 

Ist speziell m; — 0 für alle à, so sind $ und S’ zueinander (1)-isomorph. 
Ist umgekehrt S’ (l)-isomorph zu $, so kann man S”’ auch als Unter- 
teilung von S auffassen; insbesondere kann jeder Streckenkomplex als 
seine eigene Unterteilung aufgefaBt werden (man braucht nur zu setzen: 
PE —= À; Si — 89). 

Um den Proze der Unterteilung zu veranschaulichen, soil S etwa 
durch eine Zeichnung'') so realisiert werden, daf alle s; durch je einen. 
Strich, die mit s; inzidenten Punkte durch die Enden dieses Striches 
dargestellt werden, Dann kann man sich beliebig viele Unterteilungen 
dadurch verschaffen, daB man die Striche s; durch Einfügung von m; 
(= 0) Teilpunkten B° in m; + 1 Abschnitte s# zerlegt und dann P;= À; 
setzt. Es ist sogar môglich, zu jeder Unterteilung S’ eines so darge- 
stellten Komplexes $ eine (1)-isomorphe Abbildung durch dieses Ver- 
fahren herzustellen. 

Man kann zuweilen S’ in verschiedenem Sinn als Unterteilung von S 
auffassen. Hierfür gibt die Figur ein Beispiel. (Puvkte in gleicher Hôhe 
sollen dabei in $ und S’ aufeinander bezogen sein.) 


P, Q; ES À, Q: ee À; Q; = À; 
[ : Q + B, 
Q: = B; 
Q: B: Qs = he 
Q: ne B: Q, = D: 
Qs = B° 
Le Qi — 4; Qs == À; Q: — À; 
Qi = TB, 
Q; DE B; 
Q, = Le. 
Q: = B; 
P, Q: DS À; Q; = À; Q: = À; 


Wird S’ als Unterteilung von S bezeichnet, so soll damit nicht nur 
ausgesagt werden, daB eine Beziehung der oben definierten Art môglich 
sei, sondern dal S in einer den obigen drei Bedingungen genügenden 
Weise auf S’ wirklich bezogen ist. | 

Aus 


a = + mi, ah = S (ms + 1) 
folgt à ï 
W'=a—a+l1=a—a+l—=u (7°) 
[vgl. S. 44, (7)]. 


ki) Nicht alle S' lassen sich durch Zeichnungen in der Ebene realisieren, wohl aber durch 
Zeichnungen auf geeignet gewäblten krummen Flächen. 
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Bildet man jede Strecke s% von (16) auf eine Kette ab, welche jeweils 


die beiden mit s{* inzidenten Punkte verbindet, so entsteht eine Kette, 
die Az mit À, verbindet, Daraus folgt: 


Satz 10. ,7st S’ eine Unterteilung des Komplexes S und S Unterteilung von S', 
s0 ist S” auch Unterteilung von S. 


Es seien nun S$”’ und $S’ zwei Unterteilungen von S. Den Strecken s; 
entspreche in S’ eine Kette von m;+ 1 Strecken, in $’ eine Kette von 
M; + 1 Strecken. Ferner sei 4 = m; und gleichzeitig 4; =m;. Eine Unter- 
teilung S” von S, die so gebildet ist, daB jedem s; eine Kette von g; +1 
Strecken auf S” entspricht, kann dann auch als Unterteilung von S’ 
und von S$” betrachtet werden und zwar so, daB, 


wenn man S auf S”, S” auf S”’ abbildet, 
oder LL LE] S LE] Da S” LL n » :) 
beide Male sich dieselbe Abbildung von $ auf S” ergibt. 
Dieses Ergebnis soll noch etwas erweitert anders formuliert werden. 
Es sei 


RS rer (17) 


ein System von » Streckenkomplexen, zwischen denen folgende Be- 
ziehungen bestehen: 

1. Ein gewisses S; aus (17) ist Unterteilung aller Komplexe (17). 

2. Sind $, und $, Unterteilungen von S$; und ist S,, Unterteilung von 
S; und $, so liefern die Abbildungen S; > Sy, + Sy und Si Si Sm 
dieselbe Abbildung der Elemente von S$; auf seine Unterteilung Sy» 
Sind diese beiden Bedingungen erfüllt, so soll (17) ein System verwandter 
Streckenkomplexe heifen und S$; heift Feinteilung des Systems (17). 

Es kann vorkommen, dai mehrere Feinteilungen in einem System 
existieren: 

DR NE au Ii 
Sie sind dann alle (1)-isomorph und ein-eindeutig isomorph transitiv auf- 
einander bezogen und bilden ein System verwandter Streckenkomplexe, 
aber ein System von trivialer Art, indem jeder Komplex eine Fein- 
teilung ist. 

Sind jetzt also wieder S’ und S’ Unterteilungen von $, so kann man 
durch Hinzufügen einer Feinteilung S”’ ein System verwandter Strecken- 
komplexe S, S’, $’, S’’ bilden. Dieses Resultat läBt sich verallgemeinern 
zu dem 


Satz 11. ,,Sind ÉÉETE ETe (17) 
und Sr DR (177) 


zwei Systeme verwandter Streckenkomplexe, so kann man ein neues System ver- 
wandter Streckenkomplexe bilden, das alle Si enthält und in dem die S; und 
S, ebenso aufeinander bezogen sind, wie in (17) und (17'). 


(und e= An El)" 


q° 
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Beweis. Entweder ist 8, Unterteilung von $,:,, oder S,.,, Unterteilung 
von S,. Im ersten Falle bilden 8, ..., Sn, bereits ein System verwandter 
Komplexe, dessen Feinteilung die Feinteilung 8; von (17) ist. Ist aber 
Sy: Unterteilung von $,, so kann man eine Unterteilung S,:, von S4 
und Sy: bilden, so dai Sy Su — Sur und Sn 8; Sn:2 dieselbe Ab- 
bildung von S, auf S,:, liefert. Dann ist 


S DRE S Dit Sins (177) 


ein System verwandter Streckenkomplexe. Denn: 


1. S,:, ist Feinteilung aller Komplexe von (17”’). 

2, Sind $, und $, Unterteilungen von S; und ist Sx Unterteilung von 
Sx und $;, so liefern S;— S,—$S, und S;—S;—$S, in jedem Falle 
dieselbe Abbildung 8; Sm. 

Der Übergang von einem Komplex zu einem verwandten Komplex 
heife interne Transformation, Eine Eigenschaft ist also invariant 
gegen interne Transformation, wenn sie immer allen Komplexen zu- 
kommt, die zu einem System verwandter Komplexe gehôren, sobald sie 
einem dieser Komplexe zukommt. 


Die Formel (7’) (S. 60) ergibt dann unmittelbar: 
Satz 12. ,Die Zahl u ist gegen interne Transformation invariant.“ 


Ist ein Zyklus C' von $S orientiert, so soll die Indikatrix auch auf die 
Unterteilungen übertragen werden und zwar so, dal, wenn s; durch die 
Kette (16) ersetzt wird und P, linker Nachbar von s;ist, dann À; linker 
Nachbar von sf werden soll Es wird dann B° linker Nachbar von 
s°*® und À, rechter Nachbar von s{#*1). Es hat also jeder Punkt und 
jede Strecke des Zyklus C”, auf den C abgebildet wird, einen linken 
und einen rechten Nachbar. Gehôrt s; zu zwei orientierten Zyklen C, 
und C,, und hat s; auf beiden Zyklen denselben linken Nachbar (bzw. 
verschiedene linke Nachbarn), so haben auch s” auf C; und C den- 
selben linken Nachbar (bzw. verschiedene linke Nachbarn). 


B. Interne Transformation von beliebigen Kom- 
plexen. 


Der Komplex X bestehe aus 


GER PUDRTENERE | Strecken- 


den Strecken s,,.. komplex S (18) 
und den Zellen 2,, 


+1 Sa 


*) (20 


Diese haben die Ränder CRT UE 
Eine Unterteilung von X entsteht durch wiederholte Bildung einfacher 
Unterteilungen, Anschaulich kann man diesen — im folgenden mathe- 


matisch definierten — Prozel so vollziehen, daBf man zunächst die »Striche!, 
welche die Strecken von $S darstellen sollen, durch Eïnzeichnung neuer 
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Teilpunkte zerlegt und dann noch # (= 0) ,,Platten“, welche die Zellen 
veranschaulichen sollen, durch quer gezogene Striche teilt, 
Bei einer einfachen Unterteilung Æ’7 von K wird bezogen: 
einen Streckenkomplex $”’, der Unterteilung von S (im Sinne von 
. ist, 


dadurch die Zyklen C,, ..., Ca, jeweils auf die Zyklen où ..) Ga 
ferner die Zellen z;, ..., 2i, _, jeweils auf die neuen Zellen de, nc: + 
mit den Rändern oi ne) Ch, ne 


Ist aber 2, eine der anderen k Zellen von (18), so wird bezogen 
2, auf die Kette 2, 8, 2, (19) 


und zwar ist die neue Strecke sl“l inzident mit zwei beliebigen Punkten 
D und D des Zyklus 


Ê [u] [a] ] ] ] ] ] u] 

CDS ND Siren D EE Do se 

die neue Zelle Z, mit dem Rand C, — D SN OT ie sm 
die neue Zelle 3, mit dem Rand ce ANTENNES 


Der Übergang von z, zur Kette (19) heïlt: ,,Zellteilung", 
die Umkehrung: ,,Zellverschmelzuna“. 


Die so neu eingeführten Elemente sollen alle verschieden sein und 
keine anderen als die gegebenen Inzidenzen bestehen; sie bilden einen 
Komplex Æ”, der als einfache Unterteilung von K bezeichnet wird. 

Ist a; + m die Anzahl der Punkte von S’, so gibt es «;, + m Strecken 
auf &. 

HOhat dan & 04 M» PunEte 
a, — à, + m + k Strecken, 
a, = «&, + k Zellen. 


Es ist also — 0 Lo — 0 +2 — 0, + ae — 0 +2. (11’} 


Ist die Strecke s; von K mit genau q Zellen von K inzident und sŸ 
von X’ auf s; bezogen, so ist sŸ mit genau q Zellen von K’ inzident. 
Ferner sind die Strecken sl#l [Formel (19)] stets mit genau zwei Zellen 
von K’ inzident. Ist also K eine komplektische geschlossene Fläche, so 
gehôrt auf K’ jede Strecke zu genau zwei Rändern von Zellen. Auber- 
dem bilden in diesem Falle die mit einem beliebigen Punkte von K7 
inzidenten Strecken und Zellen einen Zyklus. Mit K ist also auch X7 
eine komplektische geschlossene Fläche. 

Ist diese Fläche X orientiert, so kann man die Indikatrizen der Zell- 
ränder C; (nach S. 62) auf die Zyklen Ci und weiterhin von C!, auf C, 


und ©, übertragen. Jede Strecke s® oder sl von K’ hat dann auf 
den beiden orientierten Zellrändern von K’, auf denen sie auftritt, ver- 
schiedene linke Nachbarn. Man kann also die Orientierung von K auf 
K' übertragen. Diese Überlegung läft sich ohne weiteres umkehren. 
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Durch den ProzeR der einfachen Unterteilung wird also eine orientierte 
(bzw. nicht orientierbare) komplektische geschlossene Fläche wieder in 
eine solche Fläche übergeführt, und wegen (11’) wird die Zahl P —1 
dabei nicht geändert. Für wiederholte Ausführung des Prozesses, d. h. 
für beliebige Unterteilung gilt dasselbe. 

K bestehe nur aus einer Zelle z und deren Rand C. Es seien K; 
und X, einfache Unterteilungen von K; dann läft sich zeigen, daf es 
einen Komplex K”’ gibt, der zugleich einfache Unterteilung von K, und 
K,, ist, und zwar wird jedes Element von K vermittels K\ auf dieselben 
Elemente von K’’ bezogen wie vermittels K;. In der bei den Strecken- 
komplexen eingeführten Bezeichnungsweise ist nach dieser Behauptung 
K'” die Feinteilung des Systems X, K', K;, K". Hat nämlich KR: 
(bzw. K:) nur eine Zelle, so ist die Behauptung trivial. Haben diese 
beiden Komplexe je zwei Zellen, so soll C' in K; auf Ci, in K, auf C! 
bezogen sein; ferner gibt es in ke eine nicht zu C! gehôrige Strecke 
8, die mit D, und D, inzident ist, entsprechend in K, die Strecke 8, 
inzident mit Æ, und Æ,. Es sei nun C”’ eine gemeinsame Unterteilung 
von C, und C;, zugleich Feinteilung des Systems C, CCS 0! (vel 
Saizil) D) D NH NE Sentsprecnen TD DE E;, 15e Wenn die 
Punktepaare D'ADMoud He E, sich gegenseitig nicht trennen, so 
besteht die gesuchte Feinteilung aus C”’ und der einfachen Kette 
tu  Zrls 2, Wobeistismit D'und D'Minzident, mit Fund + 
inzident. Werden aber DA und D von E; und E, auf dem Zyklus 
C”’ getrennt, so besteht die Feinteilung aus: 


C”’, dem Punkte Z und dem mit Z inzidenten Zyklus: 
A PR NO OT NO US 
hierbei {, inzident mit Z und rs. t, mit Z und £,, 
t, inzident mit Z und D,, t, mit Z und EF... 


Ist aber X ein beliebiger Komplex und sind K', K; einfache Unter- 
teilungen von K, so kann man gleichfalls eine einfache Unterteilung a. 
von K, und K, finden, die Feinteilung des Systems 114 K;, K;, K"' is 
Man bestimmt zunächst die Streckenkomplexe S, und S,, auf die de 
Streckenkomplex S$ von K in K, und K: bezogen ist, dann einen 
Streckenkomplex S”’, der Unterteilung von S', und Se sowie Feinteilung 
des Systems S, 5 ie S'’ ist. Den Zyklen C, (die jeweils mit z, in K 
inzident sind) entsprechen die Zyklen C und mit diesen verfährt man 


dann wie oben mit C”. Dieses Resultat läfit sich weiter verallgemeinern 
zu dem 


Satz 13. ,Sind K, und K, beliebige Uniterteilungen von K, so gibi es eine 
Unterteilung K von ki und Fe die zugleich Feinteilung von K, Vr + K> re 
ist, und zwvar kann man K durch hôchstens n- -malige Horn der ein- 
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Tr Û rt! + . 0 
fachen Unterteilung aus K; und hüchstens m-mal wiederholte einfache Unter- 
. y! = mA ) 
teilung aus K, ableiten, wenn K; baw. K, durch m- baw. n-mal angewandite 
einfache Unterteilung aus K entstehen.“ 


Beweïs. Ist m— 1, n — 1, so ist der Satz richtig. Angenommen er 
sei für m—1, n<Y richtig, dann wird jetzt gezeigt, daB er auch für 
Mm—=1l, n=vY+1 gilt. Es ist nämlich X° einfache Unterteilung eines 
Komplexes À, der durch »(=1)-malige einfache Unterteilung aus K 
hervorgegangen ist. Dann gibt es aber ein K, das einfache Unterteilung 
von À ist, durch » einfache Unterteilungen aus K° entsteht und Fein- 


teilung von X, H, K', K ist Da K und K, einfache Unterteilungen 


von À sind, gibt es eine einfache Unterteilung À von K und K', die 


Abb. 6. 


zugleich Feinteilung von H, K, K;, À und damit auch von K, K, K:, K 
ist, À entsteht aus K, durch » + 1 einfache Unterteilungen. Der Satz 
gilt also für m—1, n beliebig, Angenommen, er gelte für m=y, 
n beliebig, so kann man ebenso zeigen, daB er für m<u +1, n beliebig 
gilt. ÆK° ist einfache Unterteilung von L; es gibt dann einen Komplex K, 
der Feinteilung von K, L, K;, K ist und dabei aus L durch », aus K, 
durch u einfache Unterteilungen entsteht. Ferner gibt es eine einfache 
Unterteilung K von K, die Feinteilung von L, K, K, K ist und durch» 
einfache Unterteilungen aus X° entsteht, woraus sich dann alle verlangten 
Eigenschaften von K ergeben. Der Satz gilt also allgemein. 

Wie bei den Streckenkomplexen werden bei den Komplexen Æ die 
Yerwandtschaft und die internen Transformationen definiert (vel. S. 62). 
Durch fast wôrtliche Wiederholung des Beweises von Satz 11 erhält 
man dann 


Levi, Geometrische Konfigurationen. 


[SA 
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Satz 11. Sin d EN PRR ES, hr (17) 
und Kys Kat CLIS) 


Systeme verwandter Komplexe, so hkann man ein neues System verwandier 


Komplexe bilden, das alle K; enthält, und in dem die K; und K} ebenso 
aufeinander bezogen sind wie in (17) und (17). (i und k=1, ..., n+ 1) 


Eigenschaften, die sich bei einfacher Unterteilung nicht ändern, sind 
auch invariant gegen interne Transformationen. Die auf S. 63 gemachte 
Bemerkung kann jetzt so formuliert werden: 


Satz 14 ,Durch interne Transformation entsteht aus einer Fläche F° wieder 
eine solche Fläche, und zwar ist die Zahl P— 1 und die Orientierbarkeït 
invariant gegen interne Transformation.“ 


Hat man ein System von verwandten Flächen F und läft zu, daB 
dieses System unbeschränkt durch interne Transformation erweitert wird, 
so ist dadurch eine nektische Fläche ® charakterisiert. Jede kom- 
plektische Fläche F, die zu einem dieser Systeme gehôürt, ist ein Re- 
präsentant dieser nektischen Fläche ®. Der Übergang von einem Re- 
präsentanten zu einem anderen ist eine interne Transformation. Die 
gegen interne Transformationen invarianten Eigenschaften kônnen des- 
halb als Eigenschaften von ® oder auch als nektische Eigenschaften an- 
gesprochen werden. Für die Geometrie sind diese: nektischen Eigen- 
schaften von besonderer Wichtigkeit; denn sie stehen in engster Be- 
ziehung zu den Eigenschaften geometrischer Flächen, die gegen stetige 
Transformationen invariant sind. Doch sind für die Konfigurationen 
auch die komplektischen Eigenschaften wesentlich. 


3. Quasistrecken und Quasizellen. Durch interne Trans- 


formation — nämlich Unterteilung — kann man immer von der Kette 
HMS (20) 
zu AS ÉD ons AR (21) 


gelangen; vel. (16). 

Umgekehrt kommt man durch interne Transformation von (21) nur 
dann zu (21), wenn À, und À, voneinander verschiedene Punkte sind. 
Ebenso kann man einen Komplex, der aus einer Zelle z und ihrem 
Rande C besteht, in zwei Zellen z,, 2, und ihre Ränder Gi Ciirans- 
formieren; das Umg'ekehrte gilt aber nur, wenn die gemeinsamen Elemente 
von ©; und C, eine einzige einfache Kette bilden. Es ist aber die 
Umkehrbarkeit der zerlegenden Operation für die weiteren Betrachtungen 
wesentlich; deshalb werden jetzt ,Quasistrecken“ und Quasizellent“ 
eingeführt. hé 

Eine Quasistrecke ist eine 


Kettelu="4;,;s{/ Bb; Be 8h14 (22) 
= À,, 6, 4; 
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in der die Elemente von 6 (innere Elemente von 0) alle von einander 
und von den Punkten À, und 4, (Rand von 6) verschieden sind. Da- 
gegen kann À, — oder + À, sein. 
Ist 4, + À4,, so bilden die Elemente von 6 eine einfache Kette: die 
beiden Randpunkte sind dann durch diese Kette eindeutig bestimmt. 
Ist aber À, — 4,, so bilden die Elemente einen Zyklus!1). Zerlegt man 
einen Streckenkomplex $ von «, Punkten und &, Strecken in a; Quasi- 
Strecken 0,,..., 03,, derart, daB jede Strecke inneres Element von genau 
einem 6, wird, ferner jeder Punkt entweder zu den &, Randpunkten der 
0, gehôrt oder innerer Punkt von genau einer Quasistrecke ist, und 
enthält die »-te Quasistrecke jeweils genau »#, Strecken, so gelten die 
Gleichungen 
ä a, 
Din, = + D'(r —1) 
v=1 v=1l 


folglich = — a + @ + 1 = — à, + à, +1. (23) 


Um die Zahl u zu ermitteln, genügt es also, statt der Strecken und 
Punkte nur die Quasistrecken und ihre Randpunkte auszuzählen. 

Es soll für das folgende vorausgesetzt werden, daf alle weiteren Ope- 
rationen auf einer beliebigen aber festen nektischen Fläche ® vor- 
genommen werden, d.h. auf einer Fläche F, deren beliebige interne 
Transformation noch vorbehalten bleibt. Insbesondere ist damit voraus- 
gesetzt, da mit jeder Strecke genau zwei Zellen inzident sind, und die 
mit einem Punkte inzidenten Strecken und Zellen einen einzigen Zyklus 
bilden. Eine Quasistrecke kann man durch einen Draht mit g'etrennten 
oder zusammengefaliten Enden veranschaulichen. Um entsprechend ein 
Modell für Quasizellen zu erhalten, kann man sich einer polygonal be- 
grenzten und polygonal unterteilten biegsamen Platte bedienen. Der 
Rand dieser Platte darf an beliebigen Stellen punkt- oder strecken- 
weise zusammengelôtet?) sein. Die genaue Definition ist folgende: 

Eine Quasizelle Ë auf F ist ein Komplex, der aus inneren Elementen 
(darunter mindestens einer Zelle) und Randelementen (Punkten und 
Strecken) besteht. Jede Quasizelle Ë ist abgebildet auf einen (nicht zu F 
gehôrigen) Komplex K in folgender Weise: 

1. Æ ist Unterteilung eines Komplexes À, der aus einer einzigen 
Zelle z und ihrem Rande C' besteht. Die bei der Unterteilung auf z 
bezogenen Elemente von K sind die ,inneren“ Elemente, die auf C be- 
zogenen Elemente bilden den ,Rand‘“ C von K. 


1) Dieser Zyklus ist Träger von mehreren Quasistrecken; denn man kann jeden Punkt als 
Randpunkt einer solchen Quasistrecke wählen. Durch einen Zyklus von Punkten und Strecken 
ist also o noch nicht vollständig bestimmt; es gehôrt dazu noch die Angabe, welcher Punkt 
der Randpunkt ist. 

?) Ein solcher Rand wird in der Literatur auch als ,,2yklus mit Singularitäten‘* bezeichnet. — 
Die Abbildung auf S. 48 stellt eine Quasizelle vor; auf ihrem Rand tritt jeder Punkt und jede 


Strecke zweimal auf. 
5* 
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9, Jedem Element von K entspricht eindeutig ein gleichartiges Element 
von C: inneren [bzw. Randelementen] von K entsprechen wieder innere 


[bzw. Randelemente] von £. Sind zwei Elemente von K inzident, so sind 
die entsprechenden Elemente von Ë inzident. 


3. Jedem inneren Element von € entspricht genau ein inneres Element 
von K. [Es kann aber ein Randelement von Ê mehreren Randelementen 
von À entsprechen.] 


4. Sind die Elemente «a und b von & inzident, so mul jedes dem a 
entsprechende Element a; von K mit mindestens einem b; inzident sein, 
das dem D entspricht. 


Dem Zyklus C entspricht ein-eindeutig eine zyklische Folge T, in der 
alle Randelemente von & eventuell mehrfach auftreten. Es kann aber 
keine Strecke s mehr als zweimal in l'vorkommen. Jede Strecke s; von 
C' ist nämlich mit genau einer Zelle 4; von K inzident; den z; entsprechen 
ein-eindeutig Zellen z; von £ und keine Strecke kann mit mehr als zwei 
solchen Zellen inzident sein. s kann daher hôchstens zwei Strecken s; 


von C entsprechen, also nicht ôfter als zweimal in L' auftreten. 


Jeder Indikatrix einer Zelle z; von Ë entspricht eine Indikatrix der 
entsprechenden Zelle z; von K und (da X zu K verwandt, also orientierbar 
ist) eine Indikatrix von ÆÀ und damit von ©. Durch eine solche Orien- 
tierung von À werden andererseits allen Zellen und inneren Punkten 
von À — und damit auch von Ë — übereinstimmende Orientierungen 
erteilt. Man gelangt so zu einer Orientierung der Quasizelle Ë und zu 
einer Orientierung von 1, die eindeutig der Orientierung von C ent- 
spricht. Sind 3, und z, mit derselben Randstrecke s von & inzident, so 
stimmen die Indikatrizen beider Zellen dann und nur dann mit der In- 
dikatrix eines mit s inzidenten Randpunktes À von Ë überein, wenn auf 
den Rändern von z, und Z, s einmal linker, einmal rechter Nachbar 
von À ist. Dafür ist aber notwendig und hinreichend, dal s auch auf l' 
einmal À zum linken, einmal zum rechten Nachbarpunkt hat. Ist diese 
Bedingung für alle Strecken erfüllt, die auf l' zweimal auftreten, so be- 
steht auf Ê überall Übereinstimmung der Indikatrizen. Enthält £ alle 
Elemente von F, so mul jede Randstrecke auf l' genau zweimal vor- 
kommen. Für die Orientierbarkeit von F ist dann notwendig und hin- 
reichend, daR jede Randstrecke bei ihrem zweimaligen Auftreten auf L' 
verschiedene linke Nachbarpunkte hat (vel. S. 52 C). 


_ Die (einzige) Zelle z von K sei in zwei Zellen 2, und %, unterteilt; 
K, und K, seien die Komplexe, die aus je einer dieser Zellen und ihrem 


Rande bestehen. Dann entsprechen K, und K, auf einer Unterteilung 
K* von K die Komplexe K, und K,, ebenso auf einer Unterteilung 
C* von & die Quasizellen &, und &,. 


Sn40—= 4,5, B 5 0 = 45, pb, 5 0 
die Ränder von K, 1 K 
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SOA DT MANN RAA 0 D 0 Cid 0, B30,: = AT Bye 
die Ränder von KX, Koss A 
UOTE = AN OT BN OTt A) 01, BrO0t TND, 0, 
die Ränder von Ë, Er ee 
in ihrer zyklischen Folge bezeichnen. Die Punkte À und B von & 
brauchen nicht verschieden zu sein, sie müssen nur verschiedenen Punkten 
von C entsprechen. À, à, B ist eine Quasistrecke, deren innere Elemente 
zum [nnern der Unterteilung E* von £ gehôren. Der Übergang von & 
zu &, und Ë, ist die Unterteilung der Quasizelle £ durch die Quasistrecke 
À, Ô, B. Sind andererseits €, und E, zwei Quasizellen auf F mit den 
Rändern 


(24) 


und ist Kein inneres Element von €, (bzw. &,) zugleich ein Element 
von &, (bzw. &;), so kann man die obige Betrachtung umkehren und 
kann eine Verschmelzung der Quasizellen £, und &, ausführen und gelangt 
so zu einer Quasizelle Ê mit dem Rande 

DA ,06,,1D5. 0. (25) 
Ist ein inneres Element a von Ë, zugleich Element von &,, so müssen 
Ë, und Ë, eine Zelle gemeinsam haben. Ist nämlich & selbst keine Zelle, 
so müssen alle mit & inzidenten Zellen zu &, und mindestens eine mit @ 
inzidente Zelle zu &, gehôren. Die Verschmelzung zweier Quasizellen 
ist also stets môglich (und zwar zuweilen auf verschiedene Art), wenn 
sie keine gemeinsame Zelle, ihre Ränder aber mindestens eine gemein- 
same Quasistrecke besitzen. 

Es ist oft praktisch, die Unterteilung und die Verschmelzung der 
Quasizellen durch ein graphisches Symbol statt durch Worte auszudrücken. 
Ë wird dabei als ein Ebenenstück, das von einem krummlinigen Polygon l' 
berandet ist, gezeichnet, Eine ,gerissene“ Querlinie 6 bedeutet, dab 
entsprechend (24) unterteilt werden soll, während die gemeinsame punk- 
tiert gezeichnete Strecke zweier (24) die Verschmelzung beider Quasi- 
zellen zu (25) angibt. 

Diese Symbolik soll sofort angewandt werden, um zu zeigen, daB durch 
Unterteilung und Verschmelzung ein & mit dem Rande 

TEAM DS NDS Do 
in £’ mit dem Rande 1” — À, 6,, À), 6, übergeführt werden kann: 


(26) 
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Diese Operation: Beiziehung der Randstrecke s kann so lange fort- 
gesetzt werden, bis entweder in I' keine Folge vom Typus s, B, s mehr 
auftritt, oder der ganze Rand wird: l'= À, 8, B, 8. In diesem Falle ist: 


A 
S S (27) 


B 
Abb. 8. 


Die beiden &; sind den zugehôrigen X; isomorph. Ë ist also verwandt 
zu einem Komplex, der aus zwei Zellen mit gemeinsamem Zyklus besteht, 
einer Sphäre. & ist nektisch eine Sphäre. Also: 


nlst F keine Sphäre, so kann man durch Streckenbeiziehung den Rand einer 
beliebigen Quasizelle auf F stets so normieren, daB jeder Randpunkt mit zwei 
verschiedenen Randstrecken inzident ist. 
Hat die Quasizelle €; als innere Elemente: a Punkte, a Strecken, 
a Zellen, so mu sein: 
ai — + — |]. 


Ist F zerlegt in «, Quasizellen ohne gemeinsame Zellen, und besteht 
der Komplex $ der Randelemente aller dieser Quasizellen aus & Punkten 
und a Strecken, oder auch aus &, Quasistrecken und deren &, Rand- 
punkten, so ist 
Ù 


C— += — oi + 2 (ai — où + où) — aÿ — d* + à, 
1 


mithin nach (23) = Xp — Xi + . 
Also: P—l— —a+a —a; +2 (28). 


Zur Bestimmung von P — 1 braucht man daher statt einer Zerlegung 
in Zellen nur eine Zerlegung in Quasizellen auszuzählen. 

Diese Eigenschaft ist wichtig für die Entscheidung der Frage, wann 
zwei Flächen auf eine gemeinsame Unterteilung bezogen werden kônnen, 
wovon der nächste Paragraph handeln wird. Zu seiner Vorbereitung 
bedarf es nur noch eines Satzes: 


Satz 15. ,,Sind TC, und C, Quasizellen auf derselben oder auf verschiedenen 
Flächen, und kann man die zugehôrigen Randeyklen T, und T, so aufein- 
ander ein-eindeutig beziehen, daf zwei Elemente von T, dann und nur dann 
gleich sind, wenn auch die entsprechenden Elemente von T, gleich sind, so 


gibt es (1)-isomorphe Unterteilungen von &, und E# 


Beweis. Durch die Beziehung von 1, und I}, wird eine eindeutige 
(1)-isomorphe Beziehung von C, und C, (Ränder der Unterteilungen K, 
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und X, von X, und K, — vel. S. 67) hergestellt und damit auch zwischen 
den Rändern ©, und ©, von K, und K,. Da diese beiden Komplexe 
aber nur aus je einer Zelle und dem Rand bestehen, liefert diese Be- 
ziehung eine Verwandtschaft von K, und K,. Es gehôren also K,;, K,, 
K,, K, zu einem System verwandter Komplexe, wobei die Ränder ©! 
und ©, so aufeinander bezogen sind, wie es der Zuordnung von 1 und 
T', entspricht. Die Feinteilung dieses Systems liefert daher Unterteilungen 
É und E von £, und &,, die im Innern und auf dem Rande (1)-isomorph 
aufeinander bezogen sind. 
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Eine Fläche F sei irgendwie in Quasizellen 6,, ..., { zerlegt. D. h. jede 
Zelle von F gehôre zu genau einer &; Eine solche Zerlegung ist immer 
môglich z.B. so, daR jede Quasizelle aus einer Zelle und ihrem Rand 
besteht. Da man jede Zelle mit jeder anderen durch eine auf F ver- 
laufende Kette von Zellen und Strecken verbinden kann, hat, wenn 
m > 1 ist, jede Quasizelle £; mit einer anderen &; eine Randstrecke ge- 
meinsam, kann also mit ihr verschmolzen werden. Durch Wiederholung 
dieser Operation entsteht aus den m Quasizellen eine einzige Quasi- 
zelle Ÿ, auf deren Rand 


T'— A+, S1» 4e Say +.) 2 Sn 


die Strecken s; aus 5 Paaren gleicher Strecken bestehen. Also ist n 
gerade. 


Es wird nun folgende Unterteilung vorgenommen, 


(29) 


Abb. 9. 


und von den neu entstehenden z{ werden immer die beiden miteinander 
verschmolzen, die eine Randstrecke 8; — s, gemeinsam haben. 
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Aj=Ak+it4 Ai+1=Ak+5Tt (30) 


tk+itz Tk+27ÿ 


Abb. 10. 


Die so entstandenen g Quasizellen werden jetzt abermals zu einer 
einzigen Quasizelle verschmolzen, deren Rand ist: 
DEOMENDE NO NREB PUR OP 0 ER RER (31) 


[Die Punkte B, sind dabei gewisse alte Punkte 4;]. Die ,Beiziehung“ 
(vgl. S. 70) einer Randstrecke ändert nichts daran, dal die Punkte B} 
und © auf I' abwechselnd auftreten, Diese Beiziehung soll solange 
wiederholt werden, bis sich entweder l' reduziert auf 


O, t, B, t, 


oder je zwei auf l'zyklisch benachbarte Strecken verschieden sind. Im ersten 
Fall ist F zu einer Sphäre verwandt, im zweiten Falle bildet jedes 
O, t, B;, t; einen Zyklus von Strecken, der F nicht zerlegt, es ist also 
P—15>0. Es ergibt sich hieraus: 


Satz 16. ,7s P—1—0, so is F zu einer Sphüre verwandt und mithin 
orientierbar. 


Durch P—1—0 ist also eine Fläche nektisch vollständig bestimmt. 
Es wird im folgenden P — 1 > 0 vorausgesetzt; ferner wird angenommen, 
daB je zwei auf l' zyklisch aufeinander folgende Strecken voneinander 
verschieden sind. Es muB dann jeder Randpunkt mindestens zweimal 
in l'auftreten. Tritt ein Punkt (+ O0) mehr als zweimal auf, so reduziert 
man seine Vielfachheit durch folgende Unterteilung und Verschmelzung: 


falls ti-tk 
tx 
Bk (32) 


falls ti=ti, 


ADD LL 
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Der neu eingeführte Punkt B tritt genau zweimal auf dem Rande auf. 
Da dieses Verfahren sich ebenso wie die »Beiziehung“ der Randstrecken 


unbeschränkt fortsetzen läft, ist es keine Einschränkung der Allgemein- 
heit vorauszusetzen, daf in 7’ 


1. jeder Punkt B; und jede Strecke genau zweimal auftritt, 
2. benachbarte Strecken verschieden sind. 


Ist jetzt B;— Bz, so müssen auch die mit B; und mit B, inzidenten 
Streckenpaare dieselben sein, also 
LA / 
entweder pti = y 

\ i =}; 


ti = ty 
Le —= ty 


Man bezeichne #;, B;, t&’ mit T; und setze entsprechend den beiden 
Fällen 


oder 


Ty = T; oder Tr = Ti 1 (33) 


Nach dieser Definition folgt also aus 7; —7t;* auch 1; —7t,". t; und ty 
heiSen dann invers. 
Der Rand J'läft sich also auch bezeichnen mit: 


T0, (re O, de 0, 3 298 0, ne. (31°) 


wobei die t, in » Paare gleicher oder inverser Streckenzüge zerfallen. 
Dat;" +t;,, ist, kônnen im Zyklus (31’) niemals zwei inverse t, aufeinander 
folgen. Dagegen ist nicht ausgeschlossen, da8 zwei gleiche 7, in (3l') 
zyklisch aufeinander folgen. Ist ?; — ?4, so hat #ÿ —+; beidemal den linken 
Nachbarpunkt B;— B;; dann ist also F nicht orientierbar. Gehôrt aber 
zu jedem t; das inverse 1; 1— t; zu 1, so haben alle Randstrecken #; und t 
einmal O und einmal B;— B, zum linken Nachbarpunkt; dann ist F 
orientierbar. 
In beiden Fällen gilt auf F 


P—i1=—-0a+a—0+2=—1+r—1+2—=7. (34) 


Es handelt sich jetzt noch darum, durch Unterteilung und Verschmelzung 
der Quasizellen einen Rand Z' herzustellen, der die Eigenschaften von (31”) 
hat, in dem aber noch diezusammengehôrigen (d.h. gleichen oder 
inversen) ?, in bestimmter Reihenfolge zyklisch aufeinander folgen. Hierzu 
braucht man noch folgenden 

Hilfssatz: ,18t îm—t1, so gibt es in (31°) zusammengehôrige Ti und t;, 
so dap Ti, Tm UN Ti, T; gekreuzte Paare sind." 

Erläuterung: ©;, Tm Und T4, T; bezeichnet man als gekreuzte 
Paare, wenn sie sich auf (31) gegenseitig zyklisch trennen und paar- 
weise zusammengehôren. 


Beweis. Da ?, und ?, nicht benachbart sind, ist sicher 


DEN > 


74 Kap. IL. Grundlagen der kombinatorischen Flächentopologie. 


t, =1,, werde durch'B unterteilt Man kann dann Ë unterteilen: 


(35) 


= — 
e* > 


O B  Bn-B: 
Abb. 12. 


Die 2» an O angrenzenden Quasizellen kônnen dann wieder verschmolzen 
werden. © ist innerer Punkt der so entstehenden Quasizelle E*, und alle 
Strecken k; sind Randstrecken. Auf dem Rande 1* von E* stoRen in B 
die Strecken k,, und k,, aneinander. Da alle 4, in 1* vorkommen, müssen 
auch zwei aneinander stoR$en, von denen die eine zur linken, die andere 
zur rechten Hälfte des Schema (35) gehôrt. Der gemeinsame Inzidenz- 
punkt sei B;— B;; dann sind + und ÿ von l und m verschieden. Also ist 


RER ET TE 
Es ist nun zu unterscheiden: 
[FA sStortentierbar: 


Zu jedem ?, gehôrt ein t,—7t,. Es gehôrt also zu jedem Paar 


À A A AT : 
Ta tk Ty Ta Ci gekreuztes Paar 


A A À A—]I 
Tu To —= Tu Tu - 


Dann nimmt man folgende Unterteilung und Verschmelzung vor: 


(36) 


Vis Wa, Vs, Ya Sind die Abschnitte des Randes J, welche übrig bleiben, 
wenn man die beiden gekreuzten Paare entfernt, Sie brauchen nicht 
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alle zu existieren. Setzt man: a, À, a” — à und b’, D, 0 — bp, so wird 
durch diese Operation die Quasizelle £ mit dem Rande 


À == O, te, O, Va) O, te O, y, O, F2 O, W, O, pale O, Vs 
übergeführt in die Quasizelle Ë* mit dem Rande 
JF = G, &, (BA b, O, A O, be O, W, 0 Vo, O, Wa, 0, Ya. 


Die Quasistrecken a — O, à, O und b — O, b, O bilden hier ein Doppelpaar. 
Jedes solche Doppelpaar, das auf Z' vorkommt, mu ganz in einer der 
vier Ketten O, w;, O (i — 1, 2, 3, 4) liegen, kommt also auch in I* vor. 
Die Anzahl der Doppelpaare ist daher in Z* um mindestens eins hôher, 
als in 7! Das Verfahren läft sich so lange fortsetzen, bis jede Quasi- 


strecke des Randes zu einem Doppelpaar gehôrt, und nach hôchstens 


1 


; (P — 1)-maliger Ausführung der Operation (36) muB dies der Fall sein. 


Ist also P—1>0, so läBt sich eine Unterteilung von F darstellen 
als Quasizelle Ë, die berandet ist von P — 1 Quasistrecken a; = O &0, 


b:—08,0 (i=1,.…, p), und zwar folgen auf dem Rande die Quasi- 
strecken in der zyklischen Reiïhenfolge 


DU de Ds ee, Up, ps Un 0e D dl (37) 


9 L En à 
aufeinander. Nach Satz 14 sind also die orientierbaren Flächen durch 
P—1—2» 
vollständig bestimmt und zwar sowohl für P — 1 > 0, wie auch (Satz 16) 
für P—1—0. Man nennt p das Geschlecht der orientierbaren Fläche. 
IL Fast nicht orientierbar. 


Es muR mindestens einmal 5; — 7, sein; sind 2? und k nicht zyklisch 
aufeinander folgende Indizes, so nimmt man folgende Unterteilung und 
Verschmelzung vor: 


Abb. 14. 


Cardio 00/7400; 


Auf dem neuen Rande kommt in der Folge der Quasistrecken eine 
Sequenz a, a vor. Bereits vorhandene Sequenzen werden durch dieses 
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Verfahren nicht zerstôrt; es ist also keine Einschränkung der Allgemein- 
heit, wenn man voraussetzt, daB zwei gleiche Randquasistrecken von 
auch stets zyklisch längs l' aufeinanderfolgen. Ein solches Paar kann 
dann nicht mehr mit einem Paare 


1 


A 


Tu Lil, 
gekreuzt liegen. Kommt also ein Paar £,, t, auf l' vor, s0 muf es mit 
einem Paare 
I NS 
gekreuzt sein. Durch die unter I angegebene Transformation kann man 
jedes solche Paar durch ein Doppelpaar ersetzen. Bei dieser Trans- 
formation werden bereits vorhandene Sequenzen und Doppelpaare nicht 
wieder zerstôrt. Man kann also ohne Einschränkung der Allgemein- 
heit jetzt annehmen, daR der ganze Rand aus k, Doppelpaaren und 
k, > 0 Sequenzen besteht (2%, + k, — P — 1). | 
Ist k, 0, so kann man folgende Transformation vornehmen, die 


k, durch k, — 1 und k#, durch #, + 2 ersetzt: 


(8 Le oo 0, Li, A? Los 47 Le, he las 0. 


Abb, 15. 


Man kann also den Rand J' so transformieren, dak er nur aus Sequenzen 
besteht. 


Pi) QC Gp: (38) 


Durch die Zahl P — 1 sind also auch die nicht orientierbaren Flächen 
nektisch vollständig bestimmt. Es muB nun aber noch gezeigt werden, 
dai zu jedem ganzen, positiven P — 1 auch eine nicht orientierbare und zu 
jedem geraden, nicht negativen P — 1 eine orientierbare Fläche existiert. 

Eine nicht orientierbare Fläche, die aus a, — 6 (P — 1) dreieckigen Zellen, 
&, = 9(P—1) Strecken und a, — 2 P Punkten besteht, kann man aber 
für beliebiges P — 10 in folgender Weise bilden: 
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Um zu zeigen, daB der in der Figur angegebene Komplex eine 
Fläche F darstellt, muB man dabei nur noch nachprüfen, ob die mit dem- 
selben Punkte inzidenten Strecken und Zellen einen Zyklus bilden. Für 
S, P;, R; zeigt dies die Figur sofort an. Die mit O inzidenten Elemente 
bilden einen Zyklus, in dem die Strecken in der zyklischen Folge 
DU de is Ti :--outIcLeD ioeiZ Man, D, 1, 4, tn O0, 
so zeigt sich, daB (39) eine Quasizelle mit dem Rande (38) ist. 

Zu jeder nicht orientierbaren Fläche mit P—1 —%X gehôrt aber eine 
orientierbare Überlagerungsfläche mit P —1—92%-2, also p —k— 1. 
Es kann also p alle ganzzahligen Werte =0 tatsächlich annehmen. 
Durch die Überlegungen dieses Paragraphen ist also folgender Haupt- 
satz bewiesen. 


Satz 17. ,Zwei Flächen FE, und F, sind dann und nur dann verwandt, wenn 
sie beide orientierbar oder beide nicht orientierbar sind und beide zu derselben 
Zahl P— 1 gehôren. Zu jeder ganzen Zahl kZ1 gibt es orientierbare 
Flächen F, für die P—1—2p—2(k—1), und mcht orientierbare 
Flächen F, für die P—1—Kk ist“ 


Alle nektischen Invarianten einer Fläche sind also durch P — 1 und 
die Entscheidung über die Orientierbarkeit vollständig bestimmt. 


Man kann sich die Flächen F dadurch besonders anschaulich machen, 
da8 man sie aus p+1 (wenn F orientierbar) bzw. P (wenn F nicht 
orientierbar) besonderen Quasizellen 


Se / 1 
D Dis see Cp 


bzw Ci els zusammensetst, 
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Die Quasizellen &, &, ” kônnen dabei auch als Quasizellen auf anderen 


Flächen F aufgefalit werden, nämlich: 


Abb, 18. 


Ë entsteht aus einer Sphäre, wenn man aus dieser p Zellen entfernt. 

EC; entsteht aus der orientierbaren Fläche p — 1, wenn man aus dieser 
eine Zelle entfernt, und lälit sich aus drei Vierecken zusammensetzen. 

t;’ entsteht aus der nicht orientierbaren Fläche P — 1 — 1, wenn man 
aus dieser eine /elle entfernt, und läBt sich aus drei Dreiecken zu- 
sammensetzen. 

Die Fläche p — 1 läft sich mit Hilfe eines Kreisringes (Torus) reali- 
sieren, Teilt man nämlich einen Torus mit Hilfe von zwei Meridian- 
kreisen und zwei Breitenkreisen, so entstehen vier (gekrümmte) Vierecke 
die, wie in obiger Figur angegeben, zusammenhängen; aus drei ns 
ihnen kann man dann ©; bilden. Diese Quasizelle ist also ein ,Torus 
mit Loch*oder ,Henkelf‘Daäsesgen ist P=1—\1-ein ceschlpee es 
Môbiusband (vgl. S. 53). Läft man in der Abbildung von S. 53 eine Zelle 
weg, so bilden die drei übrigen Zellen genau die obige Figur. E! ist 
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also ein ,offenes Môbiusband“* oder ,Kreuzhaube“ Geometrisch 
erhält man eine solche Figur aus der projektiven Ebene, wenn man 
diese mit Hilfe von drei Geraden, die nicht durch einen Punkt gehen, 
zerlegt. Es entstehen dann vier Dreiecke, deren Inzidenzen genau der 
Abbildung von S. 53 entsprechen. Das offene Môbiusband ist also 
darstellbar durch eine projektive Ebene, aus der ein Dreieck aus- 
geschnitten ist, 

Die orientierbare Fläche P — 1 — 2 p entsteht also dadurch, daB man 
aus einer Kugel p Lôcher ausschneidet und auf diese je einen Henkel 
aufsetzt. Die nichtorientierbaren Flächen erhält man dadurch, daf man 
P—1 Lôcher ausschneidet und auf jedes eine Kreuzhaube aufsetzt. 
Aus den Überlegungen unter Il geht hervor, da wenn man m, + m, 
Lôcher (m, > 0) ausschneidet und m, Kreuzhauben, m, Henkel aufsetzt, 
man gleichfalls zu einer nichtorientierbaren Fläche P — 1 — m, + 2m, 
gelangt. Die Überführung von Henkel + Kreuzhaube in drei Kreuz- 
hauben ist in der Abb. 15 auf S, 76 angegeben. Satz 17 sagt also aus, 
daR jede Fläche nektisch vollständig bestimmt ist durch die Anzahl der 
Henkel bzw. Kreuzhauben. Auf nicht orientierbaren Flächen kônnen 
dabei je zwei Kreuzhauben durch einen Henkel ersetzt werden, doch 
muB mindestens eine Kreuzhaube übrig bleiben. Flächen ohne Kreuz- 
hauben sind orientierbar; zu diesen gehôrt auch die Fläche P — 1 — 0 
(Sphäre). Die Anzahl » der Henkel einer orientierbaren Fläche wird 
also durch ihr Geschlecht angegeben. 

Aufgaben. Vorbemerkung: Ist mit P der Zyklus s,, 2, ..., 
Sn nc 06, PA dnzident SO sollimit lancss, Ps autschneiden 
folgende Operation bezeichnet werden: Man ersetzt s,, P, s, durch 


Pis, uude,, P, on: Merbei sinde, und 2,, 8, nd 2, Sm UNd 2m 
sundis#, inzident, P mit 2; (à I) Sn Sa UN lite, 
(E=m) und e,, Su, 18m % inzident: 

1. Schneidet man längs eines Zyklus C' von Punkten und Strecken 
auf, so bilden die beim Aufschneiden neu eingeführten Strecken ent- 
weder einen Zyklus oder zwei Zyklen (einrandige und zweirandige 
Zyklen C). 

2, Einrandige Zyklen zerlegen F nicht. Auf orientierbaren Flächen 
sind alle Zyklen zweirandig. 

3. Es seien C,, ..., C, einrandige und C,,., ..., C,:, zweirandige 
Zyklen auf F ohne gemeinsames Element, die zusammen F nicht zer- 
legen. Schneidet man F längs C;, ..., C,, auf und läBt jeden neu 
auftretenden Zyklus mit einer zugehôrigen neu eingeführten Zelle 
inzident sein, so entsteht eine Fläche F” mit P—1—P—1—(u+2y). 
Ist F orientierbar, so ist auch F” orientierbar. 

4. Ist F orientierbar und vom Geschlecht y», so gibt es auf F genau » 
Zyklen ohne gemeinsames Element, die zusammen F nicht zerlegen. 

5. Ist F nicht orientierbar, m, + 2m,<P —1, so gibt es auf F ein 
System von #, einrandigen und m, zweirandigen Zyklen ohne gemein- 
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sames Element, die zusammen F nicht zerlegen. Liegt andererseits ein 
solches System vor, so muB auch die Ungleichung erfüllt sein. 

6. Ist F nicht orientierbar, so kann man durch das Verfahren von 
Aufgabe 3 aus F eine orientierbare Fläche F” ableiten. Das Aufschneiden 
braucht dabei nur längs eines einzigen (geeignet gewählten) Zyklus C 
zu erfolgen. Im Falle P —1 ungerade ist C einrandig, sonst zweirandig. 


Die Normalformen (37) bzw. (38) einer als Quasizelle dargestellten 
Fläche F kônnen im gewissen Sinne als topologische Konfigurationen 
aufgefaft werden, da der Punkt O und die Quasizelle £ jeweils mit P — 1 
Quasistrecken inzident sind und zueinander eine 2(P—1)-fache Inzidenz- 
beziehung haben. Bei Konfigurationen von «, Punkten, «, Strecken, 
«, Zellen müssen die Zablen a; > 1 sein. Ist «, —2, so besteht die 
Fläche F aus zwei Zellen mit demselben Rand, ist also eine Sphäre. 
a, — 2? ergibt eine dazu reziproke Figur, also auch eine Fläche mit 
P—1=0. 

Für Flächen P —1>0 kommt daher nur &,=3, «a, = 8 in Betracht. 

Ist &« — 3 und bésteht 


der Zyklus jedes Punktes aus a, Strecken und a, Zellen, 
» » jeder Zelle » a = »  Punkten, 


so mub d, — 3 sein, ferner 


2 @; — Gp» Lo = sn P—l=— 4 FE a—cP2; folglich: 
GP a = Pa a 21 


Diese Konfigurationen lassen sich folgendermaken realisieren. 


À. Orientierbare Flächen, P—29p +1 (ungerade) 


Punkte: À;, PB; + 
Strecken: r;, 8, te | ous 
Zellen:,2 2 2 
Inzidenzen: r; mit 4; und B;, 
Si » À; 99 Bi, 
HN Ed REED; 
Zyklus MODS FREE RL À;, LR B;, Li, ; 
a n Po: c.., Siti1) De Vs À;, Si, : 
» ns. Sn dit ir Di Cie 


Da P = 2p + 1 ungerade, enthält auch der dritte Zyklus 2 p + 1 Strecken. 
Jede Strecke kommt auf zwei Zyklen vor und hat einmal ein À. das 
anderemal ein B, zum linken Nachbar. Jeder Punkt ist mit drei Sn 
und drei Zellen inzident, die einen Zyklus bilden. 

Das Schema stellt also tatsächlich eine orientierbare Fläche 
P—1—29 dar. 

Aufgabe: Man untersuche die Gruppe dieser Konfiguration sowohl 
im Falle p — 1, wie im Falle p > 1. 


mit 
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B. Nicht orientierbare Flächen. 


1. P ungerade — 2 p + 1 (p > 0). 

Man erhält eine komplektische Fläche von der verlangten Art, indem. 
man die unter À beschriebene orientierte Fläche vom Geschlechte p längs 
À, Vis Bi, 89, A) l'as Bas ty aufschneidet. Da 2, und 2, mit s, inzident sind 
und ebenso 2, und 2, mit {,, so wird der Zusammenhang nicht gestürt; 
es entsteht also ein orientierter Komplex mit zwei Rändern, wie in der 
Abbildung angegeben. 


V2 


Identbzert man dann 4! 4;, Bi, Bb, ri, Fa sa, là 


° [ZA LZ4 ZA ZA LZ4 [44 14 L44 
mi De, D: 44 Air) 65 da 
so erhält man eine nicht orientierbare Fläche von der verlangten Art. 


2. P gerade — 2 y. 


Die Punkte 4;, B;, C;, D; (1 = 1,..., u) werden zyklisch folgender- 
maBen durchlaufen: 


Die D dd, DC) C Die Cul) slA:] 
B,;, À;, C,, D, B;, A, C D; DOC) dE b) Ce, D, [ 1 
B;, 4; Ca D, Gr; PE 4}, (Eyes TER Be C;; 4,, De (ET 


Jedem dieser drei Zyklen wird eine Zelle zugeordnet und die Strecken, 
welche mit demselben Punktepaar inzident sind, werden identifiziert. 

Die so entstehende Fläche hat dann alle verlangten Eïgenschaften. 
Da P—1—2u—1 ungerade, ist sie nicht orientierbar. Es gilt also 
allgemein: 


Satz 18. ,Jede komplektische geschlossene Fläche ist verwandt mit einer Kon- 
figuration 
(os C1» Co os L2) = (2 1 1e 8h 8h 2 TA 


Levi, Geometrische Konfigurationen. 6 
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&5. Die Topologie der Sphäre und ïhre geometrischen Anwendungen. 
Nach Satz 16 des vorigen Paragraphenist eine Fläche F, deren Zusammen- 
hangszahl P — 1 — 0 ist, stets nektisch eine Sphäre. Nach der Definition 
von P muf dann auf F jede geeschlossene Kette von Punkten und Strecken 
die Fläche zerlegen. Es gilt aber weiterhin: 


Satz 19. ,/st F nektisch eine Sphäre, und schneïdet man F längs einer einfachen 
geschlossenen Kette C— s,, À;, 83, ..., 8m» Am Quf, 80 entsiehen auf F genau 
zwei Komplexe K° und K°”, und zwar sind beide verwandt mit einem Kom- 
plexæ K, der aus einer einzigen Zelle und ührem Rand besteht," 

Beweis. 1. Da C eine einfache geschlossene Kette ist, kann der 
Zyklus von A:sin2, fi en 0 dur dit Sénior Pan Par == le AO AU DCE SA 
und 8;:, keine Elemente von C' enthalten; man kann also jede der beiden 
mit s; inzidenten Zellen mit einer der beiden mit s;:, inzidenten Zellen 
und folglich auch mit einer mit s; inzidenten Zelle durch eine Kette ver- 
binden, die kein Element von C enthält. Da man aber andererseits jede 
beliebige Zelle z von F durch eine Kette, die kein Element von C' ent- 
hält, mit einer Zelle verbinden kann, die mit irgendeiner Strecke von C 
inzident ist, kann man also 2 auch in dieser Weise mit einer Zelle ver- 
binden, die mit der bestimmten Strecke s; von C'inzident ist, also mit z; 
oder #. Daher kônnen durch Aufschneiden längs C hôchstens zwei 
Komplexe K’ und K”” entstehen; wegen P —1—0 gibt es also genau 
zwei solche Komplexe. 

2. Die Zellen von Æ’ kônnen durch Zellverschmelzung zu einer 
Quasizelle Ê’ vereinigt werden. Der Rand von £’ mu alle Strecken 
von C enthalten, etwaige andere Strecken müssen zweimal auf ihm auf- 
treten, da sie mit zwei Zellen von X” inzident sind. Es wird gezeigt, dal 
man durch ,Beiziehung“ (vgl. S. 70) alle diese Strecken beseitigen kann, 
Nach der Definition der Quasizellen (S. 67) ist dann K’ zu K verwanät. 
Es werde also durch Beiziehung ein Rand ©” von L’ hergestellt, auf dem 
keine Folge B,, 1, B,, t, B, mehr vorkommt. Wenn auf C’ ein Element 
zweimal vorkäme, wäre 


C' = B, 6, B, ?: 


hierbei kann ohne Einschränkung der Allgemeinheit angenommen werden, 
daf s; auf © nicht vorkommt. B, 6, B zerlegt also F nicht. Auf Dior 
gibt es eine Kette PB, 0’, B’ von der Art, daf 6’ keinen Punkt Mal 
enthält und von B’ frei ist. Da 6’ nicht von der Form f, B”, t sein kann 
enthält B”, 6’ kein Element zweimal und ist eine einfache geschlossene 
Kette, mülte also F zerlegen, was unmôglich ist, 


Anwendung der Topologie auf Kugel, Halbkugel, Ebene. 


Man kann die Begriffsbildungen und Sätze der kombinatorischen Topo- 
logie auf die Geometrie anwenden, wenn man den »Punkten“ der Topo- 
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logie geometrische Punkte, den ,Strecken“ gewisse Kurvenstücke und 
den ,Zellen“ gewisse Flächenstücke entsprechen läfit; zwei Elemente sind 
dann ;inzident“, wenn das eine zur Begrenzung des anderen gehort. 

Eine Figur, die z. B. aus der ôstlichen und westlichen Hemisphäre der 
(Erd-) Kugel, dem trennenden Meridiankreis und den beiden Polen be- 
steht, ist dann als ,Sphäre“ aufzufassen, Fügt man einen zweiten Meridian 
hinzu, so erhält man eine Unterteilung der Sphäre in vier Zellen, vier 
Strecken, zwei Punkte, und es scheint anschaulich selbstverständlich zu 
sein — wird aber im Anhang mathematisch bewiesen werden —, daf 
durch Hinzufügung beliebig vieler Hauptkreise der Kugel immer wieder 
eine Unterteilung der Sphäre entsteht. Eine beliebige Kugel, auf der 
nach irgendeiner Konstruktionsvorschrift unbeschränkt viele Hauptkreise 
gezogen werden dürfen, kann demnach als nektische Sphäre &, aufgefaBt 
werden (vgl. S. 70). 

Wendet man Satz 19 auf die Teilung der Kugel durch Hauptkreis- 
bôgen an, so ergibt sich, daB jedes aus endlich vielen Hauptkreisbôgen 
bestehende einfache geschlossene Polygon x die Kugel in zwei Flächen- 
stücke F, und F, zerlegt, die durch Zellverschmelzung entstehen aus 
konvexen Flächenstücken einer Teilung der Kugel durch m Hauptkreise. 

Besteht F, etwa aus a, Flächenstücken, «a, Hauptkreisbôgen, «; Schnitt- 
punkten dieser Teilung, so ist 


LG 0. (40) 


Sind aber die «a, Flächenstücke nicht die konvexen Flächenstücke der 
vollständigen Teïilung durch m Hauptkreise, sondern durch Zellver- 
schmelzung und Unterteilung aus ihnen hervorgegangen, und ebenso 
die «a; Bôügen nicht Hauptkreisbôgen, sondern einfache Ketten von 
solchen, so gilt gleichfalls die Formel (40). Ist nun F, irgendwie durch 
Hauptkreisbôgen in Flächenstücke j,, ..., f, zerlegt, die jeweils durch 
ein Hauptkreispolygon begrenzt sind, so ist jedes j; durch Zellver- 
schmelzung aus einer vollständigen Teilung der Kugel hervorgegangen. 
Es gilt also auch für diese Teilung die Formel (40). Liegt x ganz auf 
der einen Seite des Hauptkreises k#, also £ ganz in dem einen Flächen- 
stück F, (ohne Einschränkung der Allgemeinheit), so wird F, durch k 
zerlegt in eine Halbkugel und ein von # und x berandetes Gebiet F. 
Die Halbkugel, auf der x liegt, wird von x in F, und F, zerlegt. Je 
zwei Punkte von F, oder F; lassen sich durch eine einfache Kette von 
Hauptkreisbôgen verbinden, die ganz in #; (bzw. F;) liegt. _Gehôrt 
aber P, zu F, und P, zu F,, so kann man jede P, und P, verbindende 
Kette von Hauptkreisbôgen so in P,, b,, Q, b,, ..., Q», br, P, unter- 
teilen, daB jedes b, entweder ganz zu einer Unterteilung von F, oder 
von F, gehürt. Ist b; der erste Bogen in #,, so liegt Q; auf «2 Es 
muB also jede P, und P, verbindende Kette von Hauptkreisbog'en!) 


1) Dasselbe gilt, wenn man P, und P, durch eine stetige Kurve verbindet, — Beweis mit 


Hilfe des Dedekindschen Schnittes. 
6* 
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n treffen. Teilt man F; mit a Punkten und a’ Strecken in «, Flächen- 
stücke /;, die jeweils von einem einzigen Polygon berandet sind, so gilt 


EE et (40') 


Die Begrenzungen der Teilflächenstücke f; von F, liegen ganz auf der 
Halbkugel, dagegen kônnen zu der Begrenzung des Teilflächenstücks j; 
von F, auch Punkte und Bôgen von k gehôren. 

Den hier bewiesenen Eigenschaften der Halbkugel entsprechen ein- 
deutig Eigenschaften der Ebene. Sind nämlich Æ und Æ” parallele 
Ebenen, O auf #’ und H eine Halbkugel mit dem Zentrum O, die von E” 
begrenzt wird, und projiziert man die Punkte von EF aus O'nach 4,50 
entsteht eine ein-eindeutige Beziehung zwischen den Punkten von Æ 
und H. Den Geraden auf Æ entsprechen Halbkreise auf AH, jeder Teilung 
von Æ durch Strecken und Halbgeraden in Ebenenstücke entspricht 
eine Teilung von À durch Hauptkreisbôgen in Flächenstücke und um- 
gekehrt; den Grenzpunkten eines Ebenenstückes entsprechen wieder 
Grenzpunkte des entsprechenden Flächenstückes auf Æ und umgekehrt. 
Eine durch Gerade geteilte Ebene läft sich daher auffassen als nektische 
Sphäre, aus der eine Zelle und ihr Rand herausgenommen worden sind. 
Insbesondere folgt aus der Abbildbarkeit der Ebene auf die Halbkugel: 


Satz 20. ,Jedes einfache Polygon x zerlegt die Ebene in zwei Gebiete (das 
Innere und das ,Aufere‘). Zwei demselben Gebiet angehôrige Punkte 
kônnen stets durch einen ganz in ihm verlaufenden einfachen Streckenzug 
verbunden werden. Jeder Streckenzug, der Punkte verschiedener Gebiete ver- 
bindet, muB x treffen. Wird das Innere in Ebenenstücke zerlegt, von denen 
jedes durch genau ein einfaches Polygon begrenit wird, so git für diese 
Zerlegung die Formel (40).“ 


Dieser Satz läBt sich leicht verallgemeinern auf den Fall, dai x von 
Kreisbôgen oder anderen elementaren Kurven gebildet wird. Seine 
Ausdehnung auf den Fall einer willkürlichen, einfachen, g'eschlossenen, 
stetigen Kurve (Jordankurve) bildet den Inhalt des Jordanschen Kurven- 
satzes!), 


Anwendung der Topologie auf die projektive Ebene. 


Teilt man die Kugel durch »m Hauptkreise, so gehôrt zu jedem Punkt, 
Bogen, Flächenstück der Teilung ein diametrales Element. Aufer in 
dem Falle, daf alle »# Hauptkreise durch dasselbe Punktepaar gehen, 
ist keines dieser Elemente gleichzeitig mit zwei diametralen Elementen 
inzident, Die diametralen Elementepaare kônnen daher als Elemente 
einer komplektischen Fläche F mit P — 1 = 1 aufgefaft werden, deren 
zweiblättrige unverzweigte Überlagerungsfläche die von den m Haupt- 
kreisen geteilte Kugel ist Wegen P —1=— 1 ist F nicht orientierbar. 


1) C. Jordan, Cours d'analyse, Paris 1887; L, E. J. Brouwer, Math, Ann. 69 (1910). Vel 
auch: v. Kerékjärté: Vorlesungen über Topologie I (Berlin 1993), S. 59—65 | 
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Um F geometrisch zu realisieren, bette man die Kugel in einen pro- 
jektiven Raum ein, projiziere sie aus dem Mittelpunkt O und bringe das 
Strahlenbüschel O mit einer beliebig'en, projektiven Ebene zum Schnitt. 
Dann entspricht jedem Paar diametraler Punkte, Bôgen, Flächenstücke 
ein Punkt, eine Strecke, ein polygonal begrenztes Stück der projektiven 
Ebene. 

Die projektive Ebene ist also (nektisch) ein geschlossenes Môbiusband; 
schneidet man aus ihr eine Zelle heraus, d, h. nimmt man das Âufere 
eines Dreiecks, so hat man ein berandetes Môbiusband (Kreuzhaube). 
Die in $ 2, S. 53, Fig. 4 angegebene Teilung des geschlossenen Môbius- 
bandes in vier Dreiecke ist (1)-isomorph zu der Teilung der projektiven 
Ebene durch drei Geraden, die nicht durch denselben Punkt gehen. 

Teilt man die projektive Ebene durch m>2 (Geraden, von denen 
keine drei durch denselben Punkt gehen, so ist 


a —+m(m—l), a —m(m—]1) und daher 
Ga—=l1l—-a+o —=1+im(m—]1l). 


Ist z; die Anzahl der Begrenzungsstrecken des i-ten Ebenenstücks, so ist 


D'A—=20, und 423. 

1=1 
Da für m > 3 gilt: 3a,<2a, <4a,, so muk in diesen Fällen die Teilung 
sowohl Dreiecke als auch Vielecke (2,> 3) aufweisen. Für die Unter- 
suchung der Teïilung einer projektiven Ebene durch Gerade liefert so 
die Formel P — 1 — 1 eine erste grobe Abschätzung; sie reicht schon 
zum Beweise ziemlich einfacher Säâtze nicht mehr aus. Trotzdem kann 
man aus P — 1— 1 und 2;=3 allein folgenden Satz erschliefen: 


Satz 21. ,Die eincigen Konfigurationen von p > 1 Punkten und g > 1 Geraden 
der projektiven Ebene, in denen jeder Schnittpunkt von  Konfigurations- 
geraden zugleich Konfigurationspunkt ist, sind die trivialen Konjfigurationen 


=) | Dane 


=“ 


Beweis. Besteht die Konfiguration aus ®»® Geraden und gehen durch 
jeden Schnittpunkt » Geraden, so ist 


, _mn\ms A) e ie. 
 y(r— 1)" + rl) 

— 1 — 1 

daher pee TE ee rt 
für v2=3 gilt daher  e 


ADP a A0 — Es >3a,, und das ist unmôglich. Mithin gibt es 
i=1 


au$er den Fällen (p},, (9):— (1}m, (m), oder (m), (1}» oder (3), (3): 
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keine Konfigurationen, in denen jedes Paar von Konfigurationspunkten 
(Konfigurationsgeraden) mit einer Konfigurationsgeraden (einem Kon- 
figurationspunkt) inzident ist. Die Konfiguration (3), (3); liefert übrigens 
zugleich eine topologische Konfiguration (&, &, &, Ge, la) == (8, 6, 44,9) 
in der projektiven Ebene, auf die schon $. 58 hingewiesen wurde. 

Eine projektive Ebene wird von einem einfachen Polygon nicht immer 
zerlegt. Die oben erwähnte Teilung liefert z. B. zehn einfache Poly- 
gone, von denen nur vier (die Begrenzungen der Flächenstücke) die 
projektive Ebene zerlegen. Da aber die projektive Ebene aus der 
(Euklidischen) Ebene durch Hinzufügung der sogenannten uneigentlichen 
(unendlich fernen) Geraden entsteht, kann man aus Satz 21 schlieBen, 
daB alle einfachen Polygone, die jene uneigentliche Gerade nicht treffen, 
die projektive Ebene zerlegen. Da aber durch Kollineation jede Gerade 
in die uneigentliche übergeführt werden kann, kommt man zu dem Er- 
gebnis: Jedes einfache Polygon, das nicht alle Geraden der projektiven 
Ebene trifft, zerlegt die projektive Ebene. 

Es wird in den folgenden Kapiteln zuweilen die Zellteilung untersucht 
werden, die von den Geraden einer Konfiguration erzeugt wird. 

Aufsaben. 

1. Aufzählung aller regulären Teilungen der projektiven Ebene. 

2, Entfernt man aus einem Oktaeder vier Dreiecke ohne gemeinsame 
Kante und setzt dafür die drei von den Diagonalebenen auf dem 
Oktaeder herausgeschnittenen Quadrate ein, so entsteht eine sich 
selbst durchdringende Fläche mit P —1—1. Es soll die ent- 
sprechende Teilung auf der projektiven Ebene in geometrisch ein- 
fachster Weise hergestellt werden. 

3. Teilung der projektiven Ebene durch m>2 Geraden, von denen 
keine drei durch denselben Punkt gehen. 

a) m<5. Die Teilungen sind bei festem #» zueinander (1)-isomorph. 

b) m=5. Es tritt mindestens eine Zelle mit mehr als 4 Kanten 
auf. Es kommt keine Zelle mit mehr als m Kanten vor. Es 
kommt hôchstens ein m-Eck vor. In diesem Falle ist die Zer- 
legung bis auf (1)-Isomorphismus eindeutig. 

4. Teïlung der projektiven Ebene durch m>2 Geraden, die nicht 
alle durch denselben Punkt gehen: Jede Gerade grenzt an min- 
destens drei Dreiecke!). 


Anwendung auf konvexe Polyeder. 

Ein konvexes Polyeder Z1 ist ein Bereich des dreidimensionalen Eu- 
klidischen Raumes, der aus inneren Punkten und Randpunkten besteht 
und folgende Eigenschaften hat: 

1. Auf jeder Geraden g, die durch einen inneren Punkt von JI geht, 


gibt es eine Strecke À, 4,, die aus innern Punkten besteht: À, und 4, 
sind Randpunkte; die übrigen Punkte von g gehôren nicht zu IL. 


") Vgl. Leipz. Ber, 78 (1926), 5: 257. 
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2. Die Gesamtheit der Randpunkte setzt sich zusammen aus endlich 
vielen ebenen, polygonal begrenzten Ebenenstücken und deren Be- 
grenzungen. 

Projiziert man Z1 aus einem inneren Punkt O auf eine Kugel um © 
mit beliebigem Radius, so entsprechen sich ein-eindeutig die Randpunkte 
von 1, die projizierenden Halbstrahlen von O und die projizierten Punkte 
der Kugel. Die ebenen Polygone werden in einfache Hauptkreis- 
polygone projiziert, die polygonal begrenzten Ebenenstücke in polygonal 
begrenzte Flächenstücke der Kugel. Besteht also die Berandung des 
konvexen Polyeders aus f Flächenstücken mit insgesamt 4 Kanten und 
e Ecken, so folgt aus P — 1 — 0, daf 


e + 1 — k — 9 ist. 
Das ist die altbekannte Eulersche Polyederformel. 


$S 6. Verzerrung von Ketten!). 


Es wird der Betrachtung jetzt ein Komplex l' zugrunde gelegt, und 
auf /' werden Ketten von Punkten À; und Strecken a; betrachtet: 


Des — 21, Ua M, 0, dy (41!) 
> NA tee (41°) 


Die a, brauchen nicht alle verschieden zu sein, 2%, heiïft linear ge- 
ordnet“; hier hat jedes Element seine bestimmte Stelle in der Folge £. 
Z, heïft zyklisch geordnet; es kommt in Z, nicht auf zyklische Ver- 
tauschung der Elemente an, d. h. es ist (definitionsmäBig) 


Ze == 47 Œu+1) Ars ce.) An) 1 UE 47, QLOOE) A7 (42) 


In © aufeinanderfolgende Elemente sind stets inzident; doch gilt hiervon 
nicht allgemein die Umkehrung. 
Teilfolgen von = werden mit kleinen griechischen Buchstaben be- 
zeichnet. 
Ist OO —@, À, ..., Ao-1, do, SO heife (definitionsmäbig) 
He... 0. 


Auf diese Z werde eine Operation, die Verzerrung angewandt. 
>> oder Z< > bedeutet: Z wird in 2 verzerrt. 


Diese Verzerrung entsteht durch beliebig häufige Wiederholung folgender 
Prozesse, bei denen À und C' nicht verschieden sein brauchen: 
1 Aa br os 0 se dan bte DM, 00 
2. wenn B, 7,, D, v, der Rand einer Zelle von T'ist: 
ANG bio Ch A0 br D,12,4B; 04107 


1) Vom Inhalt dieses Paragraphen wird nur in Kap. VI Gebrauch gemacht. 


88 Kap. I. Grundlagen der kombinatorischen Flächentopologie. 


Aus dieser Definition folgt sofort, daB die Verzerrung eine klassen- 
bildende Operation ist, da der Verzerrbarkeit die Eigenschaîften der 
Reflexivität, Symmetrie und Transitivität zukommt (vgl. Einleitung SE) 
Man kann jetzt verzerren: 


2) 4,0, B,0, C +, À,0,B,4, Dulu BG 004,050, 107 
ND, DU Oo ot > NO CD 1H DEEE" ve CO: 
b)EPS°P 0,0 00/01, P/0, 00: 
Also: alle einpunktigen Ketten lassen sich ineinander verzerren. 
c) Es sei môglich P,0,Q — P,5,Q, 
dann kanntman P, 0,054, PP 7,0 vm Per 


d) Es sei P,0,Q,T-1, P in einen Punkt verzerrbar, dann ist 
Pr O0 GR PE RP SP OST 00 T0 OESTERTACES 


Del 


Abb, 20. 


Ist also P,0,0Q,7-1, P der Rand einer Zelle von I, so ist die Ver- 
zerrung P,0,Q — P,Tr,Q môglich. 
Dieses Ergebnis läft sich verallgemeinern. 


Satz 22. ,Wird T durch P, 0, Q, 1-1, P in zwei Komplexe K und T, zerlegt, 
und ist K verwandt zu einem Komplex K, der aus einer Zelle und ihrem 


Rande besteht, so ist P, 0, Q — P, t, Q müghch.‘ 


Beweis durch voliständige [nduktion über die Anzahl m der Zellen 
von K. Für m—1l ist der Satz durch die eben gemachte Bemerkung 
bewiesen; es wird angenommen, daB der Satz für m<n gilt und K 
genau n Zellen enthält. Dann gibt es in K eine Quasistrecke À, 6, B 
die auf K eine einfache Unterteilung K’ erzeugt, welche genau ee 
Zellen enthält. Nun sind KX, K', K ein System verwandter Komplexe 
und X die Feinteilung. Jeder Zelle von K’ entsprechen auf K weniger 
als n Zellen. Durch zyklische Vertauschung erhält man P,0,Q, r-1, P 
— B, 6,, À, 0», B, und es entsprechen den Zyklen der Deidenl ait 
von K7 auf K die Ränder À, 6, B, o,, À und À, 0,, B, 5-1, A. Nach 
der Voraussetzung des Induktionsschlusses kann man dar Son u 


E,0,0, 41, P=°P,6, 4/0, Db,0, 40 4h B:0, A 0 BEN DERL 
und daher Er QEP No Qc OPA où 


, 
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Aus diesem Satze und der Folgerung a) ergibt sich, daR, wenn auf l' 
zwei Ketten ineinander verzerrt werden kônnen, dasselbe für die ent- 
Sprechenden Ketten auf einer beliebigen Unterteilung von l' gilt. Es 
hängt also die Verzerrbarkeit wesentlich von dem nektischen Charakter 
von J' ab. 

Ist Z' Unterteilung einer Sphäre oder Zelle, so kann man nach Satz 22 
jeden einfachen geschlossenen Streckenzug in einen Punkt verzerren. 
Da aber jedes X, immer einen einfachen geschlossenen Streckenzug 
oder eine Teilfolge À, a, B, a, À enthält, kann man jedes %, in ein 2; 
verzerren, das weniger Strecken enthält als X,, und durch Wiederholung 
dieser Operation kann man Æ, in einen Punkt verzerren. Folglich 
gilt der 


Satz 23. ,1st T'eine Unterteilung einer Sphäre, oder aus einer solchen durch 
Wegnahme einer Zelle entstanden, so kann man alle ©, auf T' ineinander 
verzerren.“ 


Ist Z' ein geschlossenes Môbiusband, so g'ilt dieser Satz nicht mehr. 
T' hat dann eine zweiblättrige, unverzweigte (orientierbare) Überlagerungs- 
fâche F, die Unterteilung einer Sphäre ist. 


Jedem die m0 laut 


ÉHÉSDAENT aut Hi nd ee dde. 

Diese Abbildung hängt davon ab, welchen Punkt À, man als Anfangs- 
punkt wählt, und welcher der beiden Punkte, die auf F dem 4, ent- 
sprechen, mit 7e bezeichnet wird. Wegen der Inzidenz aufeinander- 
folgender Elemente von Z ist dann die Abbildung festgelegt. A, ist 
ein Punkt, der auf F dem À, entspricht. 


LIT ed. so kann man 2?’ auf F in einen Punkt verzerren. 
Jeder Verzerrung von £ auf F entspricht eine Verzerrung von ©, auf 7 
und umgekehrt, Es ist dann also auch %, in einen Punkt verzerrbar. 
Beginnt man die Abbildung bei einem anderen Punkt von ?,, so erhält 
man in diesem Falle dieselbe geschlossene Kette Z — 3. Daher hat 2, 
überhaupt nur zwei Bildketten — entsprechend den beiden Bildpunkten 
von À, —, die beide geschlossen sind. 


2 LISE AI + À,, so sind also FE und 4 die beiden verschiedenen 
Bildpunkte von À, und ZÆ’—2%,; dann kann Z, überhaupt keine ge- 
schlossene Kette als Bild auf F besitzen, da ja (nach 1) sonst alle Bilder 
geschlossene Ketten sein müften. Den Verzerrungen von Z, entsprechen 
dann und nur dann Verzerrungen von 2, wenn À, bei der Verzerrung 
fest bleibt; dagegen entspricht jeder Verzerrung von 2, eine Verzerrung 
von >, Kônnte man nun ©, in einen Punkt verzerren, so gäbe es eine 
Verzerrung P—2%, Dem Punkte P entspricht P” auf F, das ist eine 
geschlossene (einpunktige) Kette. Den Verzerrungen von P entsprechen 
daher Verzerrungen von PP’, und diese kônnen P’ nur wieder in ge- 
schlossene Ketten überführen, Es ist also ZX, nicht in einen Punkt ver- 
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zerrbar. Sind %} — À, 6,, À und % — B, 0, B beide nicht in Punkte ver- 
zerrbar, so ist B,0, B — B, 6, 4,6 -1, B,0, B— À, x, À = 5 auch nicht 
in einen Punkt verzerrbar. Es wird daher »; abgebildet auf À’, 0’, 4” 
und % auf 4,7, 4”. Da diese Ketten ineinander verzerrbar sind, gilt 
2:35}, Ebenso sieht man ein, daB À, 6,, À, 06,, À stets in einen 
Punkt verzerrbar ist. Folglich: 
Satz 24. ,,/st auf einem geschlossenen Môbiusband weder Xe noch 3 in einen Punkt 
verzerrbar, so ist Ze in Se verzerrbar; ferner ist dann jede Kette À, 0,, À, 61, À 
in einen Punkt verzerrbar.“ 


Kapitel II. 


Die einfachsten projektiven Konfigurationen. 


$S 1. Uber schematische Konfigurationen #,. 


Die einfachsten Punkt-Geraden Konfigurationen p,, g., die nicht 
ganz trivial sind, entstehen, wenn y—x—3 und daher p—g(—n) 
wird. Man bezeichnet sie kurz als 


Konfigurationen Mes (1) 


Eine schematische », ist daher (vgl. die Einleitung) eine Klasse äqui- 
valenter Inzidenztafeln von je n Zeilen und # Spalten, in denen jede Zeile und 
jede Spalte genau drei Inzidenzzeichen X enthält, während niemals die Ecken 
eines Rechtecks von Zeilen und Spalten alle vier zugleich mit Inzidenz- 
zeichen besetzt sind. Ob eine solche schematische Konfiguration dann 
durch Punkte und Geraden realisiert werden kann, ist wieder eine be- 
sondere geometrische Frage, auf die in einzelnen Fällen in den nächsten 
Paragraphen eingegangen werden wird. Stets ist es aber môglich, eine 
schematische »#, durch Punkte und Kreise zu realisieren. Man braucht 
nur  Punkte in der Ebene so zu wählen, da niemals vier auf einem 
Kreise oder einer Geraden liegen und durch die n Punktetripel, welche 
zu den Spalten der Inzidenztafel gehôren, jeweils einen Kreis (der auch 
in eine Grade ausarten kann) zu legen. 

Bisweilen kann man die n Punkte und n Geraden der n, in einem 
geschlossenen »-Eck durchlaufen. D.h. man kann in diesen Fällen 


die Geraden so mitg:,9», ..., Qi, .- U, bezeichnen, dab 
die Schnittpunkte {g, gs}, ..., {giQi:1h +. {fn 1} genau die n verschiedenen 
KonfigurationspunkteP,,..., P;, PF sind 


Durch jeden Konfigurationspunkt P muB auBer g; und g;:, noch eine 
dritte Konfgurationsgerade g;:,,, gehen und ebenso liegt auf jeder g; 
auSer P; und P;_, noch ein dritter Konfigurationspunkt. Das n-Eck ist also 
sich selbst ein- und umbeschrieben. Man spricht von einem sich selbst 
regelmäfig ein- und umbeschriebenen n-Eck, wenn 


alle Y; —=Y (für 2+ry+1<n) 
bzw. —Y—n (für 2+y+15>n) sind. 
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Entspricht in der Inzidenztafel dem Punkte P; (bzw. der Geraden gi) 
die i-te Zeile (bzw. Spalte) und bezeichnet man mit [a, b] den Kreuzungs- 
punkt der a-ten Zeile und b-ten Spalte, so steht das Inzidenzzeichen an den 
3n Stellen 


1. [a, a] el"), 
2, [a, a +1] (=, .:., 01, 
[n, 1]; (2) 


3. [a,a+v+1] (a=1,...,n—7Y—1), 
[a, a+v+l—n](a—n—7, ...,n). 


Da niemals alle Ecken eines Rechtecks in der Inzidenztafel mit dem 
Inzidenzzeichen besetzt sein dürfen, so mu 1<»<n—2 sein. ÎIst 
andererseits diese Ungleichung erfüllt, und gibt es ein Rechteck, an 
dessen vier Ecken Inzidenzzeichen stehen, so mu die eine Ecke 
[m, g]=[m, m + » + 1] sein. Für » ergeben sich wegen g—=m+v+l 
die drei Môglichkeiten: 


M m+| q 


Lm+tl—(qg—l)+r+l—n, 2r=n 


D 


m—=(q—1)+v+l—n, 2»—=n—1 


8. == +y+l—n,, 2»—=n—02. 


Es stellt also (2) dann und nur dann eine schematische Konfiguration 
dar, wenn 


D — 1 
2 


1 ON | 


+ (für x ungerade) 
1<Y<n—72, » (ganz) 


( » An gerade), 


Es gibt also n —5 bzw. n — 6 zulässige Werte für », je nachdem # 
ungerade oder gerade ist. Ist daher n=7, so kann man stets sche- 
matische Konfigurationen n, finden, nämlich sich selbst regelmälig ein- 
und umbeschriebene n-Ecke. (Für n <7 gibt es keine »;, da jeder 
Konfigurationspunkt mit sechs anderen Konfigurationspunkten durch 
Konfigurationsgeraden verbunden ist.) 
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Durch x und » ist eine derartige Konfiguration eindeutig bestimmt; 
doch gilt hiervon nicht die Umkehrung. Dreht man z. B. die zyklische 
Reïhenfolge der P; und g; (mit g, beginnend) um, d. h. setzt man 


Q; == Pres hi — In+2-; Ü = 2 ss.) n) 
Ru MR = Mi: 


so geht über: 


A [b,b+1] [a,a+1] . [a a+v+1] [b,b+v+1—n] 
mel M ” [n,1] À L5, 01 Ne in 


wobei V + v’ = N — ï (Re 


Es liefern also » und »’—(n — 1)—7» dieselbe Konfiguration. Man 
kann sich also auf die »-Werte 


beschränken. 
Ein Verfahren, um für n >7 aus einer beliebigen n, eine (n +1), 
abzuleiten, ergibt sich aus folgender Uberlegung: Wegen n > 7 ist 
n — 1 


— 1] 
an Rs gibt aber rt Paare von Konfigurationsgeraden 


A 4 


NN - 


und 3» solche Paare, die sich in einem Konfgurationspunkt schneiden. 
Man kann also annehmen, daË der Schnittpunkt von g, und g, kein 
Konfigurationspunkt ist. Ein Punkt P, auf g, ist daher mit hôchstens 
zwei auf g, liegenden Konfigurationspunkten verbunden und nicht mit P,. 


9,9: 


Abb, 22, 


Ordnet man also die Inzidenztafel von », in obiger Weise um, so kann 
auch rechts kein Rechteck auftreten, dessen Ecken alle mit dem In- 
zidenzzeichen besetzt sind, und man hat daher die Inzidenztafel einer 


(n + 1), gewonnen. 
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2190 Dérnhallezr 


Wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, gibt es eine schematische 7; 
und zwar ein sich selbst regelmäBig ein- und umbeschriebenes 7-Eck. Die 
beiden môglichen Werte » — 2 und » — 4 liefern dabei äquivalente In- 
zidenztafeln. 


Gibt es noch andere 7,7 
Wie lassen sich die 7, realisieren? 


Es entstehen nun die Fragen 1. 
2. 
3. Wie sind die Gruppen der 7, gebaut? 
1 
2. 


Es gibt nur eine schematische 7,. 
Die 7, läRt sich weder im Reellen noch 
im Komplexen durch Punkte und Ge- 
raden realisieren und zwar im Reellen 
auch nicht durch ,verbogene‘“ Geraden. 

3. Die Konfigurationsgruppe hat die Ord- 
nung 168 und wird deshalb1) G,,, ge- 
nannt. 


Die Antworten werden lauten: 


1. Man kann ohne Einschränkung der Allgemeinheit für eine beliebige 
7, folgende Inzidenztafel annehmen: 


Abb. 23. 


Da nämlich ein beliebiger Punkt P, mit allen anderen durch Konfi- 
gurationsgeraden verbunden ist, kann man I ohne Einschränkung der 
Allgemeinheit annehmen. Jetzt ist P, mit P, sowie P, mit P, verbunden. 
Die Verbindung von P, und P, mit P, und P, mu also durch vier 
verschiedene Geraden erfolgen: daher IL Für III bleiben dann nur 
noch zwei Môglichkeiten übrig, die aber durch Vertauschung von P 
und P, ineinander übergehen. Alle Inzidenztafeln für beliebige 7, seu 
also äquivalent; es gibt daher genau eine schematische 7,. 

2. In einer 7, sind je zwei Konfigurationspunkte durch eine Gerade 
der Konfiguration verbunden. Das steht im Widerspruch zu Satz 21 


?) Sie wird auch Kleinsche Gruppe genannt; natürlich vib 
: t es noch and 
ae g g anders gebaute Gruppen 
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von Kapitel IT (S. 85). Eine Realisierung der 7, durch reelle Punkte 
und Geraden der projektiven Ebene ist also unmôglich, und daher kann 
es auch (vgl. Einleitung S. 4) keine solche Realisierung in einem reellen 
projektiven oder Euklidischen Raum von mehr als zwei Dimensionen 
geben. Der topologische Beweis von Kap. II, Satz 21 leistet aber noch 
etwas mebr. Es wird nämlich dort von den dabei auftretenden n Ge- 
raden der projektiven Ebene nur die Eigenschaft benutzt, dal sie ein- 
fache geschlossene Kurven sind, welche sich paarweise in der projek- 
tiven Ebene genau einmal schneiden. Verbiegt man also die Geraden 
jede für sich und stellt dadurch ein System von ñ einfachen geschlossenen 
Kurven her, die paarweise genau einen Schnittpunkt haben, so kann man 
auch dadurch nicht zu einer Realisierung der 7, gelangen. Das ist des- 
halb bemerkenswert, weil sich in anderen Fällen mit Hilfe solcher ver- 
bogener Geraden Inzidenztafeln realisieren lassen, zu denen keine wirk- 
lich geradlinige Figur gehôrt, Noch nicht bewiesen ist aber, da sich 
keine 7, aus komplexen Punkten und Geraden aufbauen läfit. 
Algebraisch läBt sich die Frage so formulieren. Gibt es zwei Matrizen 


ml ml 1 1 2 7 
CR HEC TE ue 
EU ON] PC Er ae AE 7 
A ere Un D = UMR ui, 
TE TT le 5 at 
T; T, T3 Us 3 Us 


so da in X-U—(a,,) dann und nur dann a,,, — 0 ist, wenn in (3) an der 
Stelle [u, »] das Inzidenzzeichen steht? Die erwähnten topologischen 
Überlegungen zeigen, daf reelle Matrizen X und U mit dieser Eigenschaft 
unmoglich sind. 

Da von den Punkten P,, P,, P,, P, keine drei auf derselben Geraden 
liegen, kann man ein projektives Koordinatensystem so wählen, dañ diese 
vier Punkte die Koordinaten haben: 


PR 0 OÙ =10, (01,0)  P—=0,(0, 0, der — 0; (412,41) 


Die zu den sechs ersten Spalten gehôrigen Geraden haben dann die 
Gleichungen: 2, —0; z,—0; œ,—%,—0; t,—0; vd, —x,—0; x; —%,—0,. 
Daher haben P,, P,, P, die Koordinaten: 


PAL MAO EPS 0 4100 He PE (0 ET) 


Diese drei Punkte sollen auf einer Geraden liegen (letzte Spalte von (3)). 
Die Determinante ihrer Koordinaten ist aber — 2 0, 05 0, + 0. Eine Reali- 
sierung ist daher auch im Komplexen unmoôglich. 

3. Da alle schematischen Konfigurationen 7, äquivalent sind, müssen 
alle zulässigen Inzidenztafeln mit den Bestimmungszahlen p—g=—7, 
x = 7—3 zu (3) äquivalent sein. Zur Bestimmung der Konfigurations- 
gruppe wird jetzt statt (3) die mit ihr äquivalente Inzidenztafel (3°) be- 
trachtet. Ein Automorphismus einer »,, der jeden Punkt ungeändert 
läft, mub auch alle Geraden ungeändert lassen und ist daher die Iden- 
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(3°) 


tität:). Ein Automorphismus ist also durch die zugehôrige Permutation 
der Zeilen einer Inzidenztafel eindeutig bestimmt. In den drei ersten 
Spalten von (3’) sind in allen Zeilen die Inzidenzzeichen verschieden 
verteilt. Ein Automorphismus von (3’), in dem die Spalten 1, 2, 3 fest 
bleiben, mu also alle Zeilen ungeändert lassen und ist die Identität. 

Durch gleichzeitige zyklische Vertauschung der Zeïlen und Spalten 
geht (3) in sich über [Permutation x der Tabelle (5)]. Ist also G die 
Konfigurationsgruppe von 7, und @’ die Untergruppe von 6, in der die 
erste Zeile ungeändert bleibt, so ist 


Ordnung (G) — 7-Ordnung (6). 


Durch @’ kônnen die Spalten 1, 2, 4 nur untereinander vertauscht werden. 
Andererseits kann man durch die zu G@’ gehôrigen Permutationen «w 
und w, [in Tabelle (5)] die Spalte 1 sowohl mit 2 wie mit 4 vertauschen. 
Durch G@’ werden also alle sechs Vertauschungen der Spalten 1, 2, 4 er- 
zeugt. Bezeichnet man daher mit @” die Untergruppe von 6”, die die Spalten 
1, ? und 4 einzeln ungeändert läfit, so ist: Ordnung (6’) — 6-Ordnung (@”). 
Durch G” kann die zweite Zeile nur mit der sechsten vertauscht werden, 
was mittels «w, erfolgen kann. Ist also G”” die Untergruppe von 6”, die 
die zweite Zeile festhält, so ist Ordnung (G”) — 2-Ordnung (6). In G’” 
kann die dritte Spalte vermôge «, mit der fünften Spalte vertauscht 
werden; ihre Vertauschung mit einer anderen Spalte ist unmôglich. Da 
aber ein Automorphismus, der die drei ersten Spalten ungeändert läflit, 
die Identität sein mu, ist die Ordnung (6) = 2 und daher (vel. S. 94): 


Ordnune (O6 MG 6: (4) 
G,,, ist die von 7, &, &,, &,, w, erzeugte Gruppe, und da w, &,, w, sich in 


der in (5) angegebenen Weiïise durch 7 und w, ausdrücken lassen, kann 
man G,,, durch % und w, allein ausdrücken. 


Zeilen Spalten 
Lg = (1 8,9, 4 0,0, 7) =\1,2, 3, 45,67 
&@ = T4:@,:T$ 40, T — (3, 7)-(4, 6) (1, 4]-[6,7] 
, =(2,9.(6609  =[12-157 (5) 
y = T:0,:7%-0,-7%:.0, — (2, 6)-(5, 7) Æ (3, 61-[5, 7] 
@y — T?:&,:T5 (0 4): (0,07) = [3, 6]-[6, 7] 


1) Das gilt für alle Konfigurationen, in denen x >>1 ist, 
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Da die Erzeugenden (5) alle gerade sind, ist 6,4 eine Untergruppe 
der alternierenden Gruppe À, von sieben Ziffern. Zyklen von sechs 
Ziflern und die Produkte eines Dreiers mit einem Vierer oder Zweier 
kommen nicht in Ÿ, vor; andererseits müssen die Ordnungen aller Ele- 
mente von GO. Teiler von 168 sein. Es kommen daher nur 1, 2, 3,4,7 
als Ordnungen in Betracht. 

Die Darstellung von 6,4, mit Hilfe von x und w, ist nicht eindeutig. 
Es bestehen aufer 7° — w°— 1 noch Relationen zwischen 7 und w,, da 
sonst ® von unendlicher Ordnung sein müfte. [Solche Relationen sind aus 
(3) leicht zu entnehmen, z. B. 1=w5==72-0,-7%-0&,-2%-&,-22-0,-78-00,-7% «0, ]. 
Eine Darstellung von G,,, mit Hilfe einer Gruppentafel würde 168 Zeilen 
und ebensoviele Spalten beanspruchen. G,,, spielt aber in Algebra und 
Funktionentheorie eine so wichtige Rolle, daB eine übersichtliche Dar- 
stellung sehr erwünscht erscheint. 


Zerlegt man G,,, nach (6, so erhält man 
Ga t.O'. (o —0,1,2,.3,4, 6,6). 


G” läBt sich aber als Permutationsgruppe von vier Ziffern auffassen. 
Die Spalten 3, 5, 6, 7 kônnen nämlich durch @’ nur untereinander ver- 
tauscht werden. Es gehôren aber zu &': 


D = 0-0 12 9, 0 ():(0, D 0 —156,0,.0, 71-142] 
0 =" (2,5, 1)-(0, 0; 4 — "15,0, 7|e[7, 2 4] (6) 
D — EMA ENDIR— [6, 7]-[1, 4]. 

Hierbei sind wieder die () Zyklen der Zeilen und die [|] Zyklen der 


Spalten. 

Durch @'-y:w4 kann man aber jede Permutation der Spalten 3, 6, 6, 
herstellen; denn man kann sukzessiv jede dieser Spalten in jede andere 
von ihnen überführen. Da G@’ genau 24 Elemente hat, ist @ zu ©, 
(1)-isomorph und 


‘1 


#4 A 
G’ — 0.yl.w4, also: 


Gigs = 7: @- yL. wF 00102, 107 0 
| » = 0, 1, 2, 3 (7) 
Ds Oo 0 A = 0, 12 
LH = 0 


Um die G, vollständig zu beherrschen, ist es zweckmälig, die Permu- 
tationen der Spalten nicht als Zyklen, sondern als Substitutionen zu schreiben. 
Man braucht dann nur die Elemente von @’ zu notieren; denn 


RPM Lo, CUT Ts DEC 
aus y = ( een ee OO CRT rennais ; 
Ma Mo Ms Ma Ms Me Ma Mo Ms Ma Ms Me Mr Ma 


Man braucht also nur die m; entsprechend zyklisch zu vertauschen. 


Fr 
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Tabelle“der mx. 
A) Vert V2 Vs 
o" 198456700916 40 700012640002 104 D 0 
CET) 10951570 245170 08e LE MeDD Eos TOP D 
©" .# DA D 1 070 020 LTD O0 RCI OI OME 0 0 ETON (8) 
.y.w 2134765 1274653 2164537 1254376 
Ca y2 113929 06 TANE.0 010 LINE COTE 0e 00e 
d.y.w 1482657 41625783 1452736 4172365 


Diese Tabelle (8) der m; kann jetzt als Multiplikationstafel für die in der 
Form (7) dargestellte Gruppe verwendet werden. Sucht man z. B. das 
Produkt 

Under "077, 


PO BuUNOnNG—T- 07-70 


so ergeben sich aus (8) und den zyklischen Vertauschungen der #,, ..., m3 


für a 


4537216, 


für 8 durch Zusammensetzen f für y 
7256314] der Substitutionen | 6354271. 


Diese zyklische Ziffernfolge steht in der zweiten Zeile der Tabelle an 
dritter Stelle. Es ist daher 


1. O2 y. 0-7 6)y 7". 6°; 00. 
Setzt man y — 63-w, so ergibt sich aus (8): 


M—=1, %T— 7.7 und daher ÿP.19 — 74P9.yr. 


Die Elemente 12:y° bilden also eine Gruppe von der Ordnung 21. 
In der Form (7) erhält man sie, wenn man für », À, u einsetzt: 


(0,0) 0) TS 01): (2, 0): 


Sr Delay 


Jeder Konfigurationspunkt einer n, ist mit sechs anderen (durch 
Konfigurationsgerade) verbunden. In einer 8, gibt es daher zu jedem 
Konfigurationspunkt P, genau einen P,, der mit P, unverbunden ist. 
Jeder Punkt P,, ..., P, ist mit einer durch P, und mit einer durch P 
gehenden Geraden inzident, aber auch mit genau einer der CR 
1 92 die weder durch P, noch durch P, gehen. Da aber g, und g, 
mit sechs verschiedenen Konfigurationspunkten inzident sind, kann man 
ohne Eïnschränkung der Allgemeinheit den Abschnitt I in der Inzidenz- 
tatel (9) annehmen, da ferner P, und P, durch insgesamt sechs ver- 
schiedene Geraden mit P,, P,, P, verbunden sind, auch den Abschnitt il 
und wegen der Vertauschbarkeit der drei letzten Zeilen auch IL Für IV 
bleiben dann noch die Môglichkeiten X und @. Übt man aber auf die 
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Zeilen und die Spalten dieselbe Permutation (3, 5).(6,8) aus, so gehen 
die beiden Inzidenztafeln ineinander über. Damit ist die Unität der 
schematischen 8, bewiesen. Man kann daher 8, ohne Einschränkung 
der Allgemeinheit als ein sich selbst regelmäkig ein- und umbeschriebenes 
Achteck (9’) auffassen. Dabei sollen entsprechend den Zeilen und Spalten 
von (9) 


die Punkte mit {1 
die Geraden mit (7 


}, {2}, &}, { 
}, (2), (3), ( 


Abb. 26. 


Realisierung der 8, Die Punkte {1}, {3}, {7}, {8} müssen ein 
nicht ausgeartetes Viereck bilden; man kann daher ein projektives 
Koordinatensystem so wählen, da 


{D=u(10,0) {3}=0(0,1,0) {8} = (0, 0,1) {7} = e7 (1, 1, 1). 
Da dE /e (éhaut (6) lépen ist 10) —0, (1 1, —°€). 


Damit ferner die Inzidenzen der sechs ersten Spalten erfüllt sind, ist 
notwendig und hinreichend: 


{2} = 0: (0, ANA 40, (1, Le, 0), (0 = 0. 11,0, 7e; 


Es muB also nunmehr e so gewählt werden, daB die Inzidenzen mit 


1l1+e O0 
(7) erfüllt sind, also 0—=]1 0 —e 
Por Î 
1 AE 
nithin: e=,(—1+iys). | (10) 


8, ist also im Komplexen, nicht aber im Reellen realisierbar. Es 
sind {j}, {j + 4} für 7 — 1, 2, 3, 4 die vier Paare unverbundener Punkte; 
die zugehôrigen Verbindungsgeraden schneiden sich alle in dem Punkte 


(De (1 1 Es 1). (11) 


Univ. of Arizona Library 
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Die (komplexen) Realisierungen von 8, haben also folgende besondere 
Eigenschaîften: 


1. Sie sind alle zueinander kollinear oder antikollinear!). 


2, Sie kônnen zu einer Konfiguration 9,, 12, ergänzt werden. 


In dieser 9,, 12, sind je zwei Punkte durch eine Gerade verbunden. 
Die dazu polare Konfiguration 12,, 9, besteht also aus neun Geraden und 
dem vollständigen System ihrer Schnittpunkte, DaR eine solche Kon- 
figuration in der reellen projektiven Ebene nicht realisiert werden kann, 
ist in Kap. IL, Satz 21 nachgewiesen worden, und zwar mit rein topo- 
logischen Hilfsmitteln. Die Realisierung kann aber im Reellen auch 
nicht mit ,verbogenen“ Geraden durchgeführt werden. Der topologische 
Unmôglichkeitsbeweis für reelle 8, bedarf etwas näheres Eingehen auf 
die Einzelheiten der verlangten Figur. Es müften 12 Punkte, 32 Strecken, 
21 Zellen in der Figur auftreten und zwar 20 Dreiecke, 1 Viereck. Das 
ergibt also zunächst noch Keinen Widerspruch. Man beachte aber, daB 
die Geraden (1), (3), (4) die projektive Ebene in vier Dreiecke zerlegen 
und die Punkte {5} und {7} im Inneren solcher Dreiecke liegen müssen; 
die verschiedenen zunächst môglich erscheinenden Fälle führen dann 
sämtlich zu Widersprüchen. Die Durchführung bleibe dem Leser als 
Ubungsaufgabe vorbehalten. 

Die Inzidenzverhältnisse der 9,, 12, ergeben sich aus beistehendem 
Schema. 


Net et ——(2 
PAR Fe Hit son 
LU A8 a — 
de 0 PER) IN dE) 
PA Di A De ra 
DC) G) EN CE 7 


Die doppelten Pleile zeigen hier die Geraden an, die auch zur 8, ge- 
hôren. Die volle Symmetrie der Figur tritt zutage, wenn ner das 
mittlere Feld von neun Ziffern zu einem Torus zusammenbiegt: es ent- 
steht dann eine Realisierung der schematischen 9,, 12, de Polar- 
kreise, Meridiankreise und Schraubenlinien auf dem Torus. 


Die Gruppe der 8, kann man mit denselben Methoden unter- 
suchen, die im $ 1 auf die Gruppe der 7, angewandt wurden, 


1) ,,Antikollineationen‘ sind lineare homogene Substitutionen mit gleichzeiti 
Le] 


onde ger Vertauschung 
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Zeilen Spalten 
a CEE as d'or 071,6) LÉO MP O NON SIN = mer" 1 
Ê— (2, 6)-(3, 4):(7, 8) LZ, 21-[3, 71-[6, 6] 
=  (2,7)-(3,6).(4,8) [, 41-16, 8]-[3, 7] (13) 
Gt =y— (Par 0)(e 007) [Z, 2, 4]-[6, 6, 81. 


Diese Permutationen lassen die Konfiguration ungeändert, Die von «& 
und € erzeugte Untergruppe läft {1} fest und bewirkt alle sechs Ver- 
tauschungen von (1), (2), (4). Eine Permutation aber, die {1}, (1), (2), (4) 
festhält, muR die Identität sein. Zu jedem Punkt {j} [bzw. jeder 
Geraden (;)] gehôrt nämlich ein einziger unverbundener Punkt {j+4} 
[bzw. eine einzige unverbundene Gerade (j+4)] Mit {1}, (1), (2), (4) 
müssen also auch {5}, (5), (6), (8) fest bleiben. Da aber jeder Punkt 
{3}, ..., {8} Schnittpunkt einer Geraden (1),(2), (4) mit einer Geraden 
(5), (6), (8) ist, müssen alle Punkte fest bleiben. Man schlielit daraus 
ganz entsprechend wie in $ 1, da8 die Konfigurationsgruppe besteht 
aus den Elementen: 


SE Ce =D de rar 12210 1): (14) 


Die vier Paare unverbundener (Geraden: 1—(1).(6); 11 —(2)-(6); 
IIT = (3)-(7); IV = (4):(8) erfahren durch ë, », € die Permutationen 


EU LOT LV) nl, LI TV) Oac CDI E). 


Es kommen daher in der Konfigurationsgruppe alle Vertauschungen 
der vier Geradenpaare vor. 1 und £# lassen die Geradenpaare fest. 
Diese bilden einen Normalteiler (vgl. Kap. I, $ 6) und die zugehôrige 
Faktorgruppe ist (1)-isomorph zu der symmetrischen Gruppe ©, der Ver- 
tauschungen der vier Geradenpaare. Die Konfigurationsgruppe ist daher 
(2)-isomorph zu ©, Ist y ein beliebiges Element (14), so entsprechen 
y-£4 und Ët.y demselben Element von ©, wie y. Es ist also &f mit 
jedem Element (14) vertauschbar. Trotzdem kann man die Konfigurations- 
gruppe nicht als ein direktes Produkt &,X@, auffassen; denn dieses 
Produkt enthält kein Element der Ordnung 8. Die ungeraden (bzw. 
geraden) Elemente von ©, entsprechen ungeraden (bzw. geraden) Per- 
mutationen der acht Spalten. 


Es sei nun y — ee ein Element der Konfigurationsgruppe 


ARS À 
und > eine Realisierung der 8, in der komplexen projektiven Ebene; 


dann sind die Koordinaten der Punkte in einem projektiven Koordinaten- 
system mit {1}, {3}, {8}, {7} als Grundpunkten bestimmt bis auf Ver- 
tauschung von —+i oder — was damit gleichbedeutend — von et. 
Wählt man jetzt also {1,}, {2}, {4}, {t,} zu Grundpunkten, so müssen 
{is}, {ia}, {is}, {is} entweder die alten Koordinaten von {2}, {4}, {5}, {6} 
erhalten, oder die dazu Konjugiert komplexen. Es ist also y entweder 
durch eine Kollineation oder durch eine Antikollineation der komplexen 
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projektiven Ebene zu realisieren. Die Rechnung zeigt ohne weiteres, 
daf &, «, & Antikollineationen entsprechen. Da aber zwei Antikollineationen 
zusammengesetzt eine Kollineation ergeben, folgt, da die ungeraden 
Permutationen die Antikollineationen, die geraden die Kollineationen 
liefern, Wir erhalten so eine komplexe Kollineationsgruppe: 


Exemtl. x iiperade (rt =0 NON 2 tre 0 11) CIS) 


die (2)-isomorph zu À, ist. Sie ist nicht isomorph zu @,; denn sie ent- 
hält z. B. Elemente der Ordnung 6. 

Die Gruppe von 9,,12, macht keine Schwierigkeiten mehr. Wie 
nämlich aus (12) unmittelbar zu ersehen ist, sind die Punktpermutationen 


Qi Ce 4, 3)-(2, 9, 6}(%, ô, 5) 
und Ww—(1,2,7):(4, 9, 8).(3, 6, 5) für die Konfiguration zulässig. 
p=wW=1l; pUyY—=vY.p 
(ergibt sich anschaulich aus (12) oder durch Rechnung). 


Durch qÎ:wW kann man jeden vorgegebenen Punkt in {9} überführen. 
Die Untergruppe, die {9} festhält, ist aber die Konfigurationsgruppe 
von 8, Daher ist die Konfigurationsgruppe von 9,, 12; darstellbar in 
der Form: 


gi wi. Ex.mt. Cr, OR Ne Re TMS ui DL (15) 


Für eine Realisierung der Konfiguration bedeutet jeder Automor- 
phismus eine Kollineation oder Antikollineation (aus demselben Grunde 
wie bei 8), Wäre q eine Antikollineation, so wäre œg? und mithin 
p*— p eine Kollineation. Es sind also @ und # Kollineationen und eine 
Permutation (15) wird dann und nur dann durch eine Antikollineation 
realisiert, wenn sie ungerade ist, d. h. wenn x + u ungerade ist. 

Damit haben wir noch eine komplexe Kollineationsgruppe der Ord- 
nung 216 erhalten: 


qi ei. Ex m4. Cu 4 + u gerade (15°) 
= DR NT OMIS IL DITS 


déniéessésche rriuppe 
$ 4 Die Fälle 7 — 9. 


Die Bemerkung, dal im Falle » —7 alle Konfigurationspunkte paar- 
weise (durch Konfigurationsgeraden) verbunden sind und daf, wenn 
n — 8, die Punkte in vier unverbundene Paare zerfallen, hat den Nach- 
weis der Einzigartigkeit der schematischen 7, und 8, wesentlich er- 
leichtert. Es erscheint deshalb zweckmälig, diese Betrachtung für be- 
liebiges n zu verallgemeinern, 
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Hierzu schalte man zwischen je zwei unverbundene Konfigurations- 
punkte eine topologische Strecke. Jeder Konfigurationspunkt ist dann 
mit % — 7 solchen Strecken inzident, und die Gesamtheit dieser Punkte 
und Strecken: die Ergänzungsfigur:) der », ist eine topologische Kon- 
figuration, die aus (0,1, oder mehr) Streckenkomplexen besteht. Zu 
äquivalenten Konfigurationen gehôren zueinander (1)-isomorphe Er- 
ganzungsfiguren. Zwei Punkte einer Ergänzungsfigur sind nie durch 
mehr als eine Strecke verbunden. 

Im Falle » — 9 ist jeder Punkt mit zwei Strecken der Ergänzungs- 
figur inzident. Diese besteht also aus ein oder mehreren Zyklen. Jeder 
Zyklus muR mindestens drei Strecken enthalten. In einem Zyklus von 
vier Strecken kämen genau zwei Paare in der Konfiguration verbundener 
Punkte vor; durch die vier Ecken müfiten also 4-3 — 2 verschiedene 
Konfigurationsgeraden gehen. Es bleiben daher für die Ergänzungsfigur 
nur folgende drei Môglichkeiten übrig: 

L 3 Zyklen mit je 3 Strecken, 
IL 1 Zyklus mit 9 Strecken, 
III. 2 Zyklen mit 6 bzw. 3 Strecken. 


Es wird nun gezeigt, dal jede dieser Ergänzungsfiguren genau eine 
schematische Konfiguration liefert und daB sich alle drei Fälle in der 
reellen projektiven Ebene realisieren lassen. 


lis Ergänzungsfigur. Inzidenztafel. 
A2 


4 


à CRC AC: b; Da D; 43 Q2 4! 


Ci C3 
Abb. 27. 


Da alle À; mit allen B, verbunden sind und zwar durch neun ver- 
schiedene Geraden ohne Einschränkung der Allgemeinheit, so kann man 
die sechs ersten Zeilen, wie in (16) angegeben, wählen. Da 4; mit 
den C; durch drei verschiedene Geraden verbunden ist, kann man die C,; 
so vertauschen, daB C, auf der siebenten, C, auf der fünften und C, auf 


1) Diese Ergänzungsfigur steht in enger Beziehung zu den sogenannten Restfiguren und 
Restsystemen, Vgl. Enc. d. math. Wiss. III A B 5a (E. Steinitz), S,. 487. 
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der ersten Geraden liegt. Die übrigen Inzidenzen sind dann zwangs- 
läufig. (16) ist daher die einzige schematische (9,)r. 


II. Ergänzungsfigur. Inzidenztafel. 


Abb. 28. 


Aus der Ergänzungsfgur ist ersichtlich, daR von den Punkten {1} bis {4} 
keine drei auf einer Geraden liegen kônnen. {1} ist mit {3} und {4} 
{2} mit {4} verbunden; es sind daher diese vier Punkte mit insgesamt 
neun (Geraden inzident. Daher kann man die vier ersten Zeilen der 
Inzidenztafel (17) ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen. 
Auf jeder durch {5} gehenden Geraden muk dann mindestens einer der 
vier ersten Punkte liegen. Da {5} und {4} nicht verbunden sind, mul 
auf jeder mit {6} inzidenten Geraden genau einer der drei ersten Punkte 
liegen; damit ergibt sich die fünfte Zeile (bis auf die unwesentliche Ver- 
tauschung der zweiten und sechsten Spalte in dem Schema der fünf 
ersten Zeilen) eindeutig. In der sechsten Zeile muB entweder an erster, 
dritter, sechster oder an vierter, sechster, siebenter Stelle das X stehen. 
Beide Stellungen bestimmen eindeutig Inzidenztafeln, die aber äquivalent 
sind. Es gibt also nur die in (17) angegebene (9,)rr. 


IT. Ergänzungsfigur. Inzidenztafel. 


Abb. 29, 
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Die fünf ersten Zeilen kônnen ohne Einschränkung der Allgemeinheit 
wie in (17) gewählt werden, Die Zeile für {6} (mit {1} unverbunden) 
ergibt sich dann zwangsläufig. In den drei letzten Zeilen hat jede Spalte 
ein Inzidenzzeichen und zwar die dritte, vierte, sechste Spalte in ver- 
schiedenen Zeilen. Durch Vertauschung der drei letzten Zeilen kann 
man diese Inzidenzzeichen in die in (18) angegebene Lage bringen. Die 
achte, erste, zweite, fünfte, siebente, neunte Spalte ergibt sich dann (in 
dieser Reïhenfolge) eindeutig. (18) ist also die einzige schematische (9, )rr. 

Die Inzidenztafeln (16), (17), (18) sind alle drei zu sich selbst sym- 
metrisch bezüglich der von rechts oben nach links unten führenden Dia- 
gonale, Jede dieser Konfigurationen ist also zu ihrer reziproken äqui- 
valent (und zwar involutorisch). In den Fällen n —7 oder 8 ist die 
Aquivalenz der reziproken Konfigurationen wegen der Einzigartigkeit, 
die in diesen Fällen besteht, selbstverständlich. Hier folgt z. B. aus der 
Selbstreziprozität, da die Greraden von (9,)r, in eine geeignete zyklische 
Reiïhenfolge gebracht, ein Neunseit bilden, von dem keine Ecke ein 
Konfigurationspunkt ist, während dies bei (9,)r und (9,)rr unmôglich ist. 

Alle drei Konfigurationen lassen sich auffassen als Tripel von ein- 
ander zyklisch einbeschriebenen Dreiecken. Damit sind gemeint drei Drei- 
ecke, von denen das zweite dem ersten, das dritte dem zweiten, das 
erste dem dritten einbeschrieben ist; jeder Konfigurationspunkt (jede 
Konfigurationsgerade) kommt dabei genau einmal als Ecke (Seite) eines 
Dreiecks vor. Da jeder Ecke des ersten Dreiecks eine Seite gegenüber- 
liegt und auf dieser eine Ecke des zweiten Dreiecks liegt, ist hier eine 
Zuordnung der Ecken des ersten Dreiecks zu denen des zweiten ge- 
geben und ebenso vom zweiten zum dritten, vom dritten zum ersten. 
Damit hat man aber eine für die Konfiguration charakteristische Per- 
mutation der Ecken des ersten Dreiecks (die Permutationen der anderen 
Dreiecke sind zu dieser isomorph). Es zeigt sich, daB die drei Kon- 
figurationen sich auch in dieser Hinsicht unterscheiden. Im nach- 
stehenden sind die entsprechenden Ecken untereinander geschrieben. 


Zwei ere Tripel: 


IE 
Ab; 0, A D 0/MPermutation: 1. 
LE et RON nr Bras (i) 
D UD, Ce Jo 2 20. 
Dee eiCe P4%b;:0 

(in Em Tripel: 
LORIE NAR A7? Permutation: (7, 4, 1) 
DAIETSX 16} [bzw. (6, 3, 9)] (20) 
3. {8}, {2}, {6} [ » (9,2, 8)1. 
TRPON TER 

(9) Zwei verschiedene Tripel: 
AC MA CPE A6 Permutauon-(1#) 
DAC Oo; 20, LACS [bzw. (3, 6)] (21) 
3. C:, {6}, {2} 3. Os, {5}, {2} [ns (2 6)]. 


1. Ci, {4}, {1}. 1. C:, {6}, {5}. 
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Realisierung der Konfigurationen 9;. 


I. Man wähle auf einer beliebigen Geraden 


; EPA RP { 

a, drei Punkte'4;,°B;;°0; 

Ÿ 

und auf de Eye) e ARE OE 


diese sechs Punkte voneinander und vom Schnittpunkte {a, a,} verschieden. 
Die Schnittpunkte der Verbindungsgeraden 
bezeichne man folgendermalben: 


{(4: B;) (B; À3)} en C3 
{(B; C°) (C B;)} —_ A3 
{(Ci 42) (A1 Co)} = Ba. 


Dann sind die neun Punkte À;, B;, C; alle 
voneinander verschieden. Nach dem bekannten 
Satze von Pappusi) liegen À;,,B;, C; auf 
einer Geraden a,. Die so erhaltenen neun 
Punkte und neun verschiedenen Geraden bilden 
genau die Konfiguration (9,)r, die sich also in 

Abb. 30. der reellen projektiven Ebene durch Linear- 
konstruktion realisieren läËt. Dieser Satz von 
Pappus ist ein Spezialfall eines Satzes von Pascal: ,Liegen die Ecken 
eines Sechsecks auf einer Kurve zweiter Ordnung, so liegen die Schnitt- 
punkte (zyklisch) gegenüberliegender Seiten auf einer Geraden“ Die 
Kurve zweiter Ordnung ist hier ausgeartet, in das Geradenpaar 4@;, @. 
Das Sechseck ist: À,, B,, C,, À,, B;, C,; die Paare gegenüberliegender 
Seiten haben daher C,, À,, B, zu Schnittpunkten. 


IL. Man wähle das Dreieck {7}, {4}, {7} beliebig 
und das Dreieck {9}, {3}, {6} ïihm einbeschrieben in der 
in (20) angegebenen Weise. Dann beziehe man perspektiv aufeinander: 


die Strahlenbüschel {1} und {4} mit Hilfe der Geraden ({3} {6}), 
die Strahlenbüschel {4} und {7} mit Hilfe der Geraden ({3} {9}), 


] 


dann bestimmt die projektive Beziehung der Strahlenbüschel 
{1} und {7} einen Kegelschnitt y. 


Schneidet y die Gerade ({6} {9}) in {2}, so kann man setzen 
{({4} {2}) (K3X {63)} = {8}, 
{CCI {8}) (33 {9})} = {6}. 


1) Am durchsichtigsten wird der Beweis des Satzes von Pappus, wenn man durch Kollineation 
C, und À, in das unendlich ferne schaîfft, Es wird dann 4, BB; A; und B,;C, IGN. 
Zu beweisen ïst, dab C;, À, || À,, C, sein mul. Falls @ || a wird, ergibt sich aus den Par- 
allelogrammen À,, B,, 4,, B; und B,, C,, B,, C;, daB À4,, C, und C,, À, parallele Vektoren 
sind und daher A;, C, || C;, À, ist. Schneiden sich aber ÿ, und 4, in O, so ergibt sich aus 
den vorausgesetzten Parallelismen die Beziehung 4 (4,,0, B,) — A(B,,0, = NC OC) 
zwischen den Flächeninbalten, woraus dann C©,, 4, || A,, C, folgt. 


$ 4 Die Fälle n — 9. 107 


{1} {6} {4} 
(9,)17 
Abb, 31. 


Da ({4} {2}, ({1} {8}), ({7} {5}) sich projektiv entsprechen, liegen 
{7}, {5}, {2} auf einer Geraden und man hat die verlangte Konfiguration. 
Es fragt sich nur noch, ob nicht vielleicht die Schnittpunkte von y und 
({6} {9}) immer komplex sind. Hier genügt der Hinweis auf den in 
Abb. 31 angegebenen Fall, in dem die Dreiecke gleichseitig sind. Die 
Berechnung kann dem Leser als Übungsaufgabe überlassen bleiben. 


IT. Man wähle das Dreieck ©, {1}, {4} beliebig 
und ,, ” CO to 
ihm einbeschrieben in der in (21) angegebenen Weise. 
Dann beziehe man die Strahlenbüschel 
{1} und C, perspektiv aufeinander mit Hilfe der Geraden (C, {6}), 
die Strahlenbüschel 
{4} und C: x . Peau . (C3 {8}). 
Die Beziehung zwischen den Strahlenbüscheln {1} und {4} ist dann 
perspektiv, da ({1} C,) — ({4} C,) sich selbst entspricht, 
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Die Achse der Perspektive treffe ({3}{6}) in ©,. Dann kann man setzen: 
({4 Ci) ({3} C;)} 7 {0}, 
{({5} Ci) (63 Ci) = {27 
Da sich die Strahlen ({4} C,), (C, {6}), ({1} C:) entsprechen, liegen 
C,, {6}, {2} auf einer Geraden; man hat damit die (9;)1x in der reellen 
projektiven Ebene realisiert. 
Die Konfigurationsgruppen der 9,. 


IL. Aus der Inzidenztafel (16) ist ersichtlich, daB dann und nur dann 
A;, By, Ci auf einer Konfigurationsgeraden liegen, wenn 


à + k +1 durch 3 teilbar ist. (22) 
Nennt man 
p—(4;,B;,0;) (4:,B;,0:)-(4;,B;, C5) (0, b,, D;)-(C1, Cas C3) 
W—(4; 4; 4;).(B;B?, B;)-(Ci, Co Casa a), D, b,)-(Cs,Ca,C1) 
% (41, A;, 43)" (C3, C0) (0,0, Ca)" (01, C8> da) * (C1, 43,02) (23) 
d—= (A, À3)-(B:, B3)-(C1, C3) = (3, a3)-(b>, C3)-(0:, C3) (O3) C1) 
1 APE O;):(B», Co)-(B3, Cè) —=(0;, C1)° (O3 CAO C8), 


so kann man die Konfigurationsgruppe in der Form 
prirent  (v= 0, 1, 2; = 0, 1) (23°) 
darstellen. 

Die Substitutionen (23) führen nämlich die Bedingung (22) in sich 
über, und man kann die »;, u; so wählen, da8 die Punkte eines beliebigen 
Dreiecks der Ergänzungsfigur in À,, A,, À, (in vorgegebener Reïihen- 
folge) übergehen und die Punkte eines zweiten Dreiecks beliebig zyklisch 
vertauscht in B,, B,, B,. Durch diese Abbildung ist aber der Auto- 
morphismus der Konfiguration vollständig bestimmt; daher bilden die (23°) 
die Automorphismengruppe. Es g'ibt aber 108 Môglichkeiten zwei Dreiecke 
der Ergänzungsfigur auf die À; und B; abzubilden und ebensoviele Systeme 
V5, Li. Die Darstellung (23) ist also durch den Automorphismus ein- 
deutig bestimmt. 

Rechenregeln für die Konfigurationsgruppe (23), (23): 


PE VX = SNL NUIT QU; x UN rx D PU 
DD DJ; dewÿ = 2.4 D Ve Yen 

nepP=pn; nY=ver HF) me A. 

Aus diesen Regeln kann man sofort eine grofe Anzahl Untergruppen 

ablesen. Es sei hier nur auf die Normalteiler1) hingewiesen, Die Auto- 


(24) 


1) Man kann in verschiedener Weise Ketten von Normalteilern G, Nan tribildens 

so daf jedes Glied der Kette Teïler des vorhergehenden ist und es unmôglich ist, ein Glied 
noch einzuschalten z. B, 6, 8,, 8,, 5, 3; 6, 8, 5, 3, B, usw. 
Die Faktorgruppen sind jedesmal: @,, @,, X,, %, Ÿ in verschiedener Reiïhenfolge. Dies 
illustriert den in der Gruppentheorie wohlbekannten (in Kapitel I aber nicht mit aufgeführten) 
Jordan-Hôlderschen Satz (C. Jordan, Traité des substitutions et des équations algébriques, 
Paris 1870. — O, Hôlder à. a, O., S. 24). 
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morphismen der Konfiguration z. B. die jedes Dreieck der Ergänzungs- 
figur invariant lassen, bilden einen 

Normalteiler $, — y". y". 494, 


Die den Dreiecken der Ergänzungsfigur reziproken Dreiseite liefern 
entsprechend den 


Normalteiler $, — qi. y: m4. 
Der Durchschnitt dieser beiden Gruppen ist der 
Normalteiler 8, — y". 
Die geraden Permutationen der Punkte (Geraden) bilden den 
Normalteiler 8, — "1... y%.(n.39)# (u — 0,1). 


Durch Berücksichtigung der Indikatrizen der Ergänzungsfigur und ihrer 
reziproken erhält man ferner die Normalteiler: 


B, — gp": . y: Ye, D D — gp: QUE xs. 4H, B, — gp": + y:- VE né, 
B; — Ur. 4, B, ee pi * y”, 


Die Dreiecke der Ergänzungsfigur sind in verschiedener Art perspektiv 
aufeinander bezogen und zwar 


A}, A, Re 4, CE LE Ah 47 PLU 
auf D:, b;, D. D», be Ve sie be B;, 
Zentrum Ge C3, ee 


Durch @ und y? entstehen sechs weitere Perspektivitäten. Die Be- 
ziehung zwischen den drei Dreiecken der Ergänzungsfigur wird als 
zyklische Perspektivität bezeichnet. Die Konfigurationsgeraden (Punkte) 
der (9,)r sind die Projektionsstrahlen (bzw. Ecken und zugleich Zentren) 
dreier zyklisch perspektiver Dreiecke. Da die (9,), zu sich selbst reziprok 
ist, sind die Konfigurationsgeraden zugleich die Projektionsachsen und 
Seiten von drei zyklisch perspektiven Dreiseiten. 

Auto mbDenn ti et 4 02 bb, D; und zu bb}; 
perspektiv, so sind die beiden Dreiecke zyklisch perspektiv. 

IS A... À, perpekliy zu D, D, nb}, 
ARE RE te Dir Dis eocses TD D Di 10 
(zyklisch perspektive n-Ecke), so bilden die x Zentren der Perspektive 
ein #-Eck, das zum ersten (bzw. zweiten) n-Eck zyklisch perspektiv ist. 
Die Ecken des zweiten (bzw. ersten) n-Ecks sind dabei Zentren der 
Perspektive. 

3. Wieviele Pappussche Sechsecke enthält die (9,)r? 

4, Was sind die zu den Pappusschen Sechsecken reziproken Figuren? 


Die neun Konfigurationsgeraden schneiden sich aufer in den neun 
Konfigurationspunkten noch in neun ,Nebenpunkten“; es sind das die 
Schnittpunkte von Geraden, die mit dem gleichen Buchstaben bezeichnet 
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sind. Von diesen Nebenpunkten kônnen mehrere zusammenfallen. Es 
kônnen sich etwa b,, b,, b, im Punkte P, schneiden; denn man kann 
das Pappus-Sechseck so wählen, dal die ungeraden Seiten durch P;, 
hindurchgehen. Würden gleichzeitig &,, &,, @; durch P, gehen, so 
müften P,, Py, Ass A3» B3s Bi, C1, C» Verschiedene Punkte sein und Zzu- 
sammen mit @, Goy Us Vis Vas Vgy C1, Co eine 8, bilden. Das ist aber in der 
reellen projektiven Ebene unmôglich. Es kann daher in der reellen 
projektiven Ebene hôchstens ein Tripel von Nebenpunkten zusammen- 
fallen. Im Komplexen läfit sich diese Figur realisieren. Dann kann man 
aber, wie in 8 3 gezeigt wurde, die 8, zu einer 9,, 12, und zu einer 12;, 9, 
ergänzen, d. h. die Schnittpunkte (c:, @), (as, D), (b,, &), (@1, b2) liegen auf 
einer Geraden; diese ist aber &,. Es gehen also c;,c.,c; durch einen 
Punkt P,; die neun Nebenpusnkte fallen in drei Punkte zusammen uud 
(9:)r ist dann Teil einer 9,,12,. Die Gruppe der (9,)r ist daher (1)-isomorph 
zu den Untergruppen der 9,,12., die je eine Gerade invariant lassen. 


IL. Im Falle (9,)r haben die neun Punkte eine bestimmte zyklische 


Reihenfolge 157". , {9}; diese muk bei allen Automorphismen er- 
halten bleiben. Vertauscht man Zeilen 
{7 und Spalten der [Inzidenztafel zyklisch, 


so bleibt sie invariant. Kehrt man aber 
die Indikatrix des Zyklus um, so gehen 
drei Punkte, die auf einer Geraden liegen, 


{1}, {+38} {+5} 
über in drei Punkte 
{ke}, {6 — 3}, {k — 5}, 


die stets ein Dreieck bilden. 


= É {} Die Konfigurationsgruppe besteht also 
aus den Potenzen des Zyklus 


Abb, 33, 


BON RENE) 


In den sich selbst regelmälig ein- und umbeschriebenen Neunecken 
bildet die Ergänzungsfigur einen einzigen Zyklus. Diese Neunecke sind 
also Konfigurationen (9,)rr. Man erbält sie als 


{1}, {3}, {5}, {7}, {9}, {23, {43, {6}, {8} und 
{1}, {5}, {9} {4}, {8}, {3}, {7}, {2}, {63. 


Die drei sich gegenseitig ein- und umbeschriebenen Dreiecke kônnen 
in gewissem Sinne als ein ausgeartetes, sich selbst ein- und umbe- 
schriebenes Neuneck angesehen werden. 


HE Im Falle (9,)ur muB die zyklische Reihenfolge der {1}, ...., {6} 
erbalten bleiben. Je eine Hauptdiagonale des Sechsecks der en. 
figur [z. B. ({1} {4})] und die beiden zugehôrigen Nebendiagonalen {ent- 
sprechend: ({2} {6}) und ({3} {5})] gehen durch dieselbe Ecke des Dreiecks 
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der Ergänzungsfigur. Alle zyklischen und antizyklischen Vertauschungen 
(Spiegelungen) der Punkte des Sechsecks führen also die Konfigurationen 
(9%) in sich über. Die Konfigurationsgruppe hat daher die Ordnung 12. 
In der Bezeichnungsweise des Kap. I, $5 kann die schematische (9,)rrr 
als Funktion der sechs Punkte des Sechsecks aufgefalit werden und zwar 
in der Form 


IRON 
(93) — 1 0 At (25) 


denn die Konfigurationsgruppe besteht genau aus den Vertauschungen 
der Zeiïlen und Spalten von (25). 

Die Punkte C,, C,, C,; werden auf alle môglichen Arten durch die 
Konfigurationsgruppe permutiert. Diese hat also einen Normalteiler der 
Ordnung 2, der diese drei Punkte einzeln invariant läft: es ist das die 
Gruppe der Zeilenvertauschungen von (25). Die Konfigurationsgruppe 
ist also ein direktes Produkt €,x@,, wobei ©, die Gruppe der Ver- 
tauschungen der beiden Zeilen ist, während S, ebensogut als symme- 
trische Permutationsgruppe der Spalten, wie der Punkte C, C,, C, auf- 
gefañit werden kann. 
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Von den drei Dreiecken der Ergänzungsfigur einer reellen (9,). kann, 
wie S. 110 gezeigt wurde, hôchstens eins ausarten. Man kann also an- 
nehmen, daR 4,, 4,, À, nicht auf derselben Geraden liegen. Da ferner 
für u £i jede (4; B,) eine Konfigurationsgerade ist, also für à + & kein 43 
enthalten kann, so ist es keine Einschränkung der Allgemeinheit, wenn 
jetzt vorausgesetzt wird, daB von den fünf Punkten À,, 4,, 4,, B;, B, 
keine drei auf einer Geraden liegen. Sind andererseits fünf Punkte in 
dieser Lage beliebig in der reellen projektiven Ebene gegeben, so kann 
man sie zu einer reellen (9,) ergänzen. Nennt man nämlich die Zentren 
der Perspektive der Strecke B, B, zu den Strecken À, 4,, À, À;, À, À; 
beziehungsweise OC, C,, C,, so sind À,, 4,, 4, und C,, C,, C zyklisch per- 
spektiv, wobei B, und B, zu den Zentren gehôren; das dritte Zentrum 
sei B,. Die neun Punkte À,, À,, 4,, B,, B;, B;, Ci, CO», OC, sind dann 
alle verschieden und bilden eine Konfiguration (9,), mit der Inzidenz- 
tafel (16). 

Man kann dann ein projektives Koordinatensystem so wählen, daf 


A (1,00) A4 —=(0, 1, 0) : : 45 — (0 0) 
B;, = (@: Cr 02 Go, O8 3) br (O1 1 02 Pas 03 LA) wird. 


Da die Wahl des Einheitspunktes noch zur Verfügung steht, sind die 
e; + 0 noch beliebig wählbar. Da &; + 0, P; + 0 und für jeden Punkt ein 
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gemeinsamer Faktor der Koordinaten willkürlich bleibt, kann man ohne 
Einschränkung der Allgemeinheit annehmen: 


Gi, Go dy = Pro Ps. Wählt man ferner 


O1 = 2 A 02 — Pa Pa Q3 — Bi Zn so wird 


Damit von den fünf Punkten À,, ..., B, keine drei auf einer Geraden 
liegen, ist notwendig und hinreichend, daB die «; und die Detèrminanten 
zweiter Ordnung aus der Matrix 


(é ds “ 


alle von Null verschieden sind. 
Also: dE 0. (26) 
or (2 — À OU + 0 


Die Konfiguration erscheint dann in der Normalform: 


A4 = [ 1 G, 4 0, ik, (0) 0, 0, jl 
DID RBNEENIUPREC SRE Us Ci, Co To, gs 1 
COS C,] Ge RUE UC mi RATE RON 
(27) 
1, eo, ds | | — &», 0 Go CC, Oo, va 
DD MO no 0 CAMES O0, — «,;, a, 
Ci» Co, ce Cri 0 D 0 0 0;, 


Jedes System von Punkten und Geraden (27), das den Bedingungen (26) 
genügt, besteht aus neun verschiedenen Punkten und neun verschiedenen 
Geraden mit Inzidenzen, die durch (16) beschrieben sind. (26) und (27) 
sind also für eine (9,); notwendig und hinreichend. Zwei Konfigu- 
rationen (9,)r sind ferner dann und nur dann projektiv aufeinander be- 
zogen, wenn die a; (bis auf den gemeinsamen willkürlichen Faktor @ + 0) 
übereinstimmen. 

Liegen B,, B,, B, auf einer Geraden, so ist 


Œ1 Co Us 
O—|a, à @|— 0 + ai + ai — 3 a, &, à 
do Az y = (a + © + (as — a)? + (aa — a)? + (as — a,)°]: 
Liegen ©, C,, C, auf einer Geraden, so ist 
HE 
0O=\œ" a" =0a"+a"+a, CC Ce 
DR CAS 
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Die Ausdrücke in den eckigen Klammern kônnen nicht Null werden, 
da sonst &, — «, = a; und daher (entgegen (26) = 6 —=$, — Dvwürde. 
Daher: 


Ausartung des Dreiecks B,, B,, B,, wenn « —0 (28) 
” » » (O5 (Oe ce, & BIT Fi — (0. 


Für die Dreiecke a,, @, ds3 b1, ba, bi: c:, C4, ©, erhält man entsprechend 
als Bedingung für das Ausarten 


0 ir (4) 
0 — y O0 —az| — a; — ai, also a = «4. 
dé nr C0 


Das i-te Konfigurations-Dreieck artet daher aus, wenn 
x — a —= 0. (29) 


Die Zahlen a; sind nur bis auf einen gemeinsamen Faktor 9 + 0 be- 
stimmt; sie kônnen mithin als homogene Koordinaten der (9,)r aufgefalt 
werden, Hat man also in einer (9,): die Ecken der Dreiecke der Er- 
gänzungsfgur in zulässiger Weise mit À;, B;, C; bezeichnet, so ent- 
spricht der Konfiguration ein bestimmter Punkt der projektiven 
(&,, &, «,)-Ebene, und jedem Punkt dieser Ebene, der den Ungleichungen 
(26) genügt, entspricht eine Klasse projektiv aufeinander bezogener 
Konfigurationen (9,). Den Punkten der Geraden und Kegelschnitte (28) 
und (29) entsprechen dabei die Ausartungen der Konfigurationsdreiecke 
und Konfigurationsdreiseite. Wählt man das Koordinatendreieck der 
(a, &, «,)-Ebene gleichseitig und seinen Schwerpunkt als Einheitspunkt, 
so wird Za;— 0 die unendlich ferne Gerade und die übrigen Linien (28), 
(29) sowie die verbotenen Linien «; — 0 und $;—0 haben die in der 
Figur angegebene einfache Anordnung t). 

Um die projektiv verschiedenen Konfigurationen (9,)r eindeutig zu 
charakterisieren, mul man jetzt nur noch untersuchen, wie sich die 
Zahlen «a; bei den Automorphismen ändern; denn zu jedem Automor- 
phismus gehôrt eine zulässige Verteilung der Bezeichnungen À;, B;, C; 
auf die Konfigurationspunkte und damit ein Wertesystem «4. 


1) Das ergibt sich aus der Transformation von den homogenen Cartesischen Koordinaten 
auf das angegebene Koordinatensystem, Man kann es aber auch ohne Rechnung so einsehen: 
Die zyklische Vertauschung der Koordinaten ist eine Drehung um den Einheitspunkt um den 
Winkel = Die Gerade Zu, —0, die durch diese Drehung in sich übergeht, kann daher nur 


die unendlich ferne Gerade sein, 2na—0 ist ein Kegelschnitt; der Pol der unendlich 


fernen Geraden (Mittelpunkt) ist der Einheitspunkt. Dieser Kegelschnitt hat also mit dem 
umbeschriebenen Kreis des Koordinatendreiecks sechs Punkte gemeinsam, ist daher mit ihm 


identisch, 0— es a; Za; — à a3 ag 2 D geht durch den Schnittpunkt dieses Kreises mit 
der unendlich fernen Geraden (,Kreispunkte“), ist also ein Kreis, 


Levi, Geometrische Konfigurationen, 
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1. Durch ÿ werden in (27) die drei Hauptspalten zyklisch vertauscht; 
ebenso aber in jeder Hauptspalte die Teilspalten; die &; bleiben 
also unverändert, 

2. Durch x werden die a; zyklisch vertauscht. 


3. Durch 4 wird a, mit a, vertauscht. 
4. n ersetzt (a, &, &) durch (@,@3, @ @, @ Gs) (30) 
daher (B:, B:, Ps) durch (— fi & 3, — Be 1 Cas — Pa On 3) 
und 2 @; ay durch 0,04 202 


5. n-p ist nur môglich, wenn B;,B,, B, nicht auf einer Geraden 
liegen, d. h. Za; +0 ist. Die Transformation der Ebene einer Kon- 
figuration (9,}} auf das Koordinatendreieck B;, B,, B; wird dann von 


der Matrix 
Bas Pas Pa 
Ba Pis Pa 
Ba Bas Pa 


geleistet, deren Determinante 


J= 53 Pa Be = SRE (BB = (Sad (Sa e)) 


auch tatsächlich nur für Za;— 0 verschwindet. 
Bei dieser Transformation wird («,,a@,,a;) durch (B:, Ps, P) ersetzt. 


BP, wird daher DnEaE (a — a,}jsnes mu also (5; 1, M) autrEcn 


(a. Zoe, a 20, &Z20,) ersetzt werden, wobei es auf den positiven 
Faktor x? nicht ankommt, da die a; nur bis auf einen Faktor p Æ 0 be- 
stimmt sind. Dagegen ist das Vorzeichen der ff; wesentlich. Die 
Punkte f;> 0 sind nämlich dadurch charakterisiert, daB sie auBerhalb 
des Kreises f; — 0 lieg'en. 


p—=1-(n"p) ersetzt daher 


(G:, &, «,) durch (— & C2 As, — 2 Css — Ps Cu (2) 
Une Te) HA (0 GA: dx, Ci SE, a, Z & @y). (31) 


@ ist nur ausführbar, wenn das Dreieck C!, C;,, C, nicht ausartet., Da 
durch y jeder Punkt À; in B; übergeführt wird und das Dreieck À,, 4,, À, 
als altes Koordinatendreieck nicht ausgeartet sein kann, mu nach 
Ausfübhrung von œ auch B,, B,, B, ein nicht ausgeartetes Dreieck 
bilden. Es wird also durch q kein Punkt der (&;, &, «)-Ebene in 


einen unendlich fernen Punkt übergeführt, Tatsächlich ist auch 


1 
— Eh; ay ay = g 2 ai (ax — «) > 0, 
Der willkürliche Faktor auf der rechten Seite von (31) ist also hier 
so gewählt, daf die a;-Koordinaten bis auf einen gemeinsamen positiven 


Faktor mit den affinen Abstandskoordinaten in der (@;, &, &,)-Ebene 
übereinstimmen. Diese Normierung wollen wir jetzt dazu benutzen, um 
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zu untersuchen, wie die 36 Zellen, in welche die (a,, «,, «,)-Ebene durch 
die Geraden und Kreise (26), (28), (29) zerlegt wird, bei den Operationen 
der Konfigurationsoruppe vertauscht werden. 

Bei y”: bleibt jeder Punkt und daher jede Zelle der (a,, «,,«,)-Ebene fest. 


2 
xd sind Drehungen um den Eïinheitspunkt und die Winkel 3Ëx 


und Spiegelungen an den Winkelhalbierenden des Koordinatendreiecks. 

Um g“-7#+: zu untersuchen, normiere man also den gemeinsamen will- 
kürlichen Faktor der @,, «,, «, so, da8 a, nicht negativ wird. Die Vor- 
zeichen von @;, fi, œ — «y, Ea;ay bestimmen dann eindeutig die Zelle 
der (@;, &,, &,)-Ebene und sind wieder durch sie bestimmt. Die in der 
Figur mit 1 bezeichnete Zelle wird dann durch die sechs Operationen 
g-n# in folgender Weise transformiert (vgl. (30) und (31)): 


CU, D. Qi — Ds, O0, A; — CG, | Di, Pa, De DAT 
1 ++  — + — ++ + 
D O+— — + — + +++ — 
PO+++  — — + + + (32) 
PUO_— ++ + + +++ — 
PU +++  — + ++ + 
Fat A D EE à Fe _ UNE NA 


Abb, 31. 


Unter diesen sechs Zellen sind aber keine zwei durch eine Drehung 
oder Spiegelung y:.9# ineinander überführbar. Es wird also die Zelle 1 
durch die 36 Operationen gn-m#.".9# in alle 36 Zellen der («,, &,, œ,)- 

ex 
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Ebene übergeführt, und dasselbe gilt von jeder anderen Lelle. Aus (24) 
geht hervor, dal man die Elemente dieser Gruppe auch in der Form 


pa 43e dla ne (33) 


schreiben kann. Die Gruppe (33) ist (1)-isomorph zur Faktorgruppe 
der Konfigurationsgruppe und ihres Normalteilers 5, — #”. (33) ist 
hier realisiert durch ganze rationale Transformationen der homogenen 
Koordinaten (a,;, &, «;); denn 6, %, 4, n sind ganze rationale Trans- 
formationen dieser Koordinaten. Es ist also auch die Umkehrung jeder 
dieser 36 Transformationen eine ganze rationale Transformation. Man 
hat es hier also mit birationalen Transformationen zu tun. 
Zu beachten ist, daB diese Transformationen nicht alle linear sind und 
da in den Zellen alle Transformationen (33), auf den Rändern aber 
nicht alle ausführbar sind. Durch die Forderung, dak eine bestimmte 
Zelle in eine andere bestimmte Zelle übergehen soll, ist genau eine 
Operation der Gruppe (33) eindeutig bestimmt. — Derartige geometrische 
Darstellungen von Gruppen durch ,Bewegungen“ geeigneter Zellsysteme 
werden in Kap. VI noch eingehend erôrtert werden. 

Punkte a; + 0, B; +0 der («,, «,, «)-Ebene, die durch Operationen der 
Gruppe (33) ineinander übergeführt werden kônnen, sollen äquivalent 
heifen. Die Âquivalenz ist reflexiv, symmetrisch und transitiv (vgl. S. 1 u.2), 
also eine klassenbildende Eigenschaft. Zu jeder Konfiguration (9): ge- 
hôrt genau eine Klasse äquivalenter Punkte und zu projektiven solchen 
Konfigurationen dieselbe Klasse. Gehôrt aber zu zwei Konfigurationen 
dieselbe Klasse äquivalenter Punkte, so sind sie projektiv: es besteht also 
eine ein-eindeutige Beziehung zwischen den Klassen äquivalenter Punkte 
und den Klassen projektiver Konfigurationen (9,). Bei einem Automor- 
phismus der Konfigurationsgruppe bleiben die äquivalenten Punkte dann 
und nur dann jeder einzeln fest, wenn dieser Automorphismus eine 
Kollineation ist, Es sind jetzt vier Hauptfälle zu unterscheiden: 

1, DiéiDreiecker 4 A AR BC RO Can dedie zu tihnen 
reziproken Dreiseite a,, @, @3 b,, b,, bi: C1, C2, © sind sämtlich nicht aus- 
geartet. 

Die Klasse der zugehôrigen äquivalenten Punkte der («,, «,, «,)-Ebene 
besteht aus 36 verschiedenen Punkten, und zwar liegt in jeder Zelle 
genau ein Punkt. Die Gruppe der Automorphismen, die Kollineationen 
sind, besteht aus den drei EKlementen y". 

2. Ein Dreiseit, aber kein Dreieck ausgeartet. 

Es ist also a —a;—0. Bei Spiegelung an der Achse a; — ax = 0 
bleiben die Punkte dieser Geraden fest (für &, — «&, — 0 ist diese Spiegelunge 
der Automorphismus 4); es gibt also hôchstens 18 äquivalente Punkte. 
Da andererseits jede der 18 Teilstrecken in jede andere übergeführt 
werden kann, sind diese 18 äquivalenten Punkte voneinander verschieden; 


auf jeder Strecke liegt einer. Die Gruppe der Automorphismen, die 
Kollineationen sind, hat die Ordnung 6. 
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3. Ein Dreieck, aber kein Dreiseit ausgeartet, 

Hier ist Zo; — 0 oder Za;ay; = 0. Der Fall ist deshalb weniger durch- 
sichtig, weil nicht auf jeden Punkt alle Transformationen von (33) an- 
gewandt werden kônnen (z. B. kann auf die Punkte £a; ay — 0 nicht œ 
ausgeübt werden). Da durch eine polare Reziprozität dieser Fall auf den 
früheren zurückgeführt werden kann, hat die Gruppe der Automorphismen, 
die Kollineationen sind, die Ordnung 6. Die Automorphismen W": sind 
mithin nicht die einzigen, welche alle zur Konfiguration gehôrigen 
äquivalenten Punkte festhalten; es kann also nicht mehr als 18 solche 
Punkte geben. Die insgesamt zwôlf Teilbôgen von © a; — 0 und ao, «y = 0 
kônnen durch (33) ineinander übergeführt werden, müssen daher gleichviele 
aäquivalente Punkte enthalten, also jeder genau einen. 

4. Ein Dreieck und ein Dreiseit ausgeartet. 


Die zugehôrigen äquivalenten Punkte sind Schnittpunkte von Z a; — 0 
und Za;a; —0 mit den Geraden a — a; —0, Alle solche Punkte sind 
äquivalent. Diese Konfigurationen sind daher aile zueinander projektiv. 
Die Gruppe der kollinearen Automorphismen hat die Ordnung 12. 


LäBt man also einen variabeln Punkt die Zelle 1 und den Teil ihres 
Randes, für den &, + 0 ist, durchlaufen, so erhält man alle projektiv ver- 
schiedenen genau einmal. Die Punkte dieses Bereiches liefern daher ein- 
eindeutige Darstellungen sämtlicher projektiv verschiedener (9,);; stetigen 
Veränderungen der a; entsprechen stetige Veränderungen der Kon- 
figurationen. : 

Diese Bemerkung liefert eine Ubersicht über alle topologisch ver- 
schiedenen Realisierungen von (9:)r in der reellen projektiven Ebene. 
Die neun Geraden einer solchen Konfiguration schneiden sich nämlich 
zu je dreien in den neun Konfigurationspunkten und aulerdem entweder 
zu je zweien in neun Nebenpunkten, oder in sechs Nebenpunkten zu je 
zweien und in einem Nebenpunkt zu dreien. Die letztgenannten Kon- 
figurationen entsprechen genau den Randpunkten a, — «; — 0 der Zelle 1 
(2. u. 4. der obigen Einteilung). Die von den neun Konfigurationsgeraden 
hervorgebrachte Zelleinteilung der projektiven (x,, &,, x,)-Ebene besteht 
dementsprechend aus 


18 Punkten, 45 Strecken, 28 Zellen, 
oder aus 16 Punkten, 42 Strecken, 27 Zellen. 


Zwei Konfigurationen des ersten Typs entsprechen zwei Punkte P und Q 
in der Zelle 1 der («,, &,, «,)-Ebene oder ihres Randes à, Æ 0, &, — a; + 0. 
Man kann P und Q durch eine Strecke s verbinden, die ganz in der 
Zelle 1 liegt. LäfBt man dann P längs s nach Q stetig wandern, so wird 
sich die zugehôrige Konfiguration dabei stetig ändern. Es werden dabei 
aber niemals Konfigurationspunkte oder Nebenpunkte zusammenfallen. 
Die Zelleinteilung'en, die zu P und Q gehôren, sind daher (1)-isomorph. 
Es gibt also keine topologisch verschiedenen 28-zelligen Einteilungen der 
projektiven Ebene durch Konfguration (9;)r, und genau so erkennt man, 
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daB es keine topologisch verschiedenen derartigen 27-zelligen Einteilungen 
gibt. Also: 

.Durch Konfigurationen (93)1 kann man nur zwei topologisch verschiedene Eïn- 
teilungen der projektiven Ebene erzeugen; nämlich eine 28-zellige und eine 27-zellige 
(ein Dreiseit der Konfiguration ausgeartet).“ 

Um diese Einteilungen zu erhalten, genügt es daher, eine beliebige (9,)r 
mit ausgeartetem und eine ohne ausgeartetes Dreiseit zu konstruieren. 
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Jede Punkt-Geraden-Konfiguration 9, kann als Tripel von Dreiecken 
aufgefafit werden, von denen jedes zugleich einem zweiten einbeschrieben 
und dem dritten umbeschrieben ist (vgl. $ 4, S. 105); es kann aber kein Paar 
von Dreiecken mit lauter verschiedenen Ecken geben, die einander zu- 
gleich einbeschrieben und umbeschrieben sind; denn diese müften eine 
Punkt-Geraden-Konfiguration 6, erzeugen, was unmôglich ($ 1, S. 92) ist. 

Dagegen gibt es Paare von Tetraedern, die einander zugleich ein- und 
umbeschrieben sind, die so zueinander liegen, da8 jede Ecke des einen 
auf einer Ebene des anderen Tetraeders liegt. Solche Tetraederpaare 
liefern Punkt-Ebenen-Konfigurationen 8,,8,. Diese Konfigurationen kônnen 
mit ähnlichen Mitteln behandelt werden, wie die Punkt-Geraden-Konf- 
gurationen 9, in den beiden vorigen Paragraphen. 

Punkt-Ebenen-Konfigurationen kônnen durch Inzidenztafeln charakteri- 
siert werden, in denen die Zeilen den Punkten, die Spalten den Ebenen ent- 
sprechen. Es kônnen aber durch ein Punktepaar mehrere Ebenen gehen 
und ebenso zwei Ebenen mehrere Punkte der Konfiguration gemeinsam 
haben. Die Rechtecksbedingung für die Inzidenztafel fällt also fort. 

Ein Tetraeder ist für sich allein schon eine (triviale) Punkt-Ebenen- 
Konfiguration 4,, 4, mit der Inzidenztafel 


Dieses Tetraeder |1);, d;] ist so bezeichnet, da Elemente mit demselben 
Index einander gegenüber liegen. Ist einem solchen Tetraeder EDS 08 
ein [D}, d;] einbeschrieben, so kann man im zweiten wieder die Be- 
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zeichnung so wählen, daB D? auf 0! liegt. Drei Viertel der Inzidenztafel 
lassen sich also in der Form: 


Gi 62 45 84 64 65 05 64 


schreiben. Ist dem zweiten Tetraeder seinerseits wieder das erste ein- 
beschrieben, so muB jedes d? mit einem D inzident sein, Es kommt 
4 


also zur Vervollständigung der Inzidenztafel noch auf die Permutation 
M— (Es) der Ziffern ? (= 1, 2, 3, 4) an. Man kann aber (ohne die drei 
ersten Viertel der Inzidenztafel zu ändern) noch die Ziffern + beliebig 
permutieren. Die Zeilen und Spalten des letzten Viertels der Inzidenz- 
tafel werden dabei derselben willkürlich wählbaren Permutation K unter- 
zogen; M wird dann mit Æ transformiert, und in der Zyklendarstellung 
von M werden die Ziffern mit K permutiert (Kap. I, Satz 12, S. 19). 
Permutationen, die sich nicht durch Ordnung und Anzahl ihrer Zyklen 
unterscheiden, liefern also nichts wesentlich verschiedenes. Môglich sind 
nur die Fälle: Null Zyklen (Identität), ein Vierer, zwei Zweier, ein Zweier, 
ein Dreier, und deshalb genügt es, sich auf die Betrachtung der Per- 
mutationen: 


HU la Le,1 2,941; 42,1,49; 1,5,8,4% 1L9,4,2 (34) 


zu beschränken. Dementsprechend wird die Inzidenztafel ergänzt durch 


Abb, 37. 


Um zu erkennen, ob die so entstehenden fünf Inzidenztafeln äquivalente 
oder nichtäquivalente Konfigurationen definieren, bilde man die ,,Er- 
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gänzungsfiguren“, Diese bestehen wie in $ 4 aus den Punkten der Konfi- 
guration, die dann und nur dann durch eine (topologische) Strecke ver- 
bunden werden, wenn die betreffenden Punkte nicht mit derselben Ebene 
inzident sind. Man erhält so die fünf Figuren: 


I I IT TV V 
DD; D; D. D D,D, DIM DD D DT; D, DD NT: D DIT. 
e. ee . ©. © e e. © + e + + © . ce ee 


e 
DID Di De Di DD DR DID, Di Di Di D: Di AMD TD D) 


Es bleibt also noch fraglich ob II und III äquivalent sind, Um das 
zu entscheiden, bilde man neue Ergänzungsfiguren, indem man die Punkte- 
paare durch (topologische) Strecken verbindet, zu denen eine aber nicht 
mehr als eine Ebene gehôrt, die mit beiden inzident ist Dann entsteht: 


U I 
D; D RD ED. DD, TETE 
8 e @—— ns e = « 
|  — e e e . 
Der DÉRT), TRE: DR 


Die fünf Konfigurationen sind also alle nichtäquivalent, 
Zur Prüfung der Realisierbarkeit wähle man das projektive räumliche 
Koordinatensystem so, da 


D1= 6 (1, 0, 0,0) 
D (040,0) 


6 
D; = (0, MD) el 
Di = À (Q/070,%1) 
wird und bezeichne die Koordinaten des zweiten Tetraeders mit: 
Div; (ai, 5, is, m4): (37) 


die Ebenenkoordinaten der Seiten d; sind ann 6; (A;:, A;,, A;,, À; +) 
wobei À4;}; die zu «a; gehôrige Adjunkte ist, 

Damit die vier Punkte (37) ein Tetraeder bilden ist notwendig und 
hinreichend: 


A = Det (a, x) + 0. (38) 


Damit dieses Tetraeder in der vorgeschriebenen Art dem ersten ein- 
beschrieben ist, muB gelten: 


di — 0 (2 = 1; 2, 3, 4), (39) 
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Es ist dann noch gefordert, da D mit 0° inzident ist. Nach (36) und 
(37) heïBt das: 
À, Li = 0, (40) 


Damit keine anderen als die geforderten Inzidenzen vorkommen, müssen 
die Ungleichungen gelten: 


Gi,x +0 


INT Et — 1, 2, 9,4, 41 
Ain, & 0 + ) ( ) 


Bildet man also zu den Matrizen (4; ;) durch Vertauschung der Zeilen 
und Spalten die transponierten Matrizen (4z:;), so müssen diese genau 
an den Stellen die Werte 0 anzeigen, an denen in (35) das Inzidenz- 
zeichen steht. Fall I liefert die Môbiustetraeder und wird noch aus- 
fübhrlich behandelt. Die Fälle I—V werden an den Matrizen auf S. 122 
nachgewiesen. Die Nuil ist dort im Druck hervorgehoben, um den 
Vergleich mit (35) zu erleichtern. 


Môobiustetraeder. 
Wegen &;;— 0 ist 


Ai LL CL Un an Us mn On, LOL Le 
Die Gleichungen À; ;— 0 kônnen also ersetzt werden durch: 
Xg,1° M, — — (Gr: 1) (ar or). (42) 


Diese vier Gleichungen (42) sind nicht unabhängig voneinander. Bildet 
man etwa die drei Gleichungen für (k,1l,m)— (1, 2, 3); (2, 3, 4); (3, 4,1), 
so ergeben die Produkte der linken und rechten Seiten genau die 
Gleichung für (4, 1,2), also 4,3 = 0. 

Von den vier Gleichungen À; ;— 0 ist also jede eine Folge der drei 
anderen. Geometrisch gesprochen: Von den vier Inzidenzen der Tafel I 
brauchen nur drei erfüllt zu werden, die vierte gilt dann von selbst. 

Setzt man nun: 


1,2 * Uo,1 — — (1: Pos Cas! Eg1 = — O1: Ps D Cat — 1: Des 


so folgt aus (42): 


Uo,s : Us,2 — — Ba: B3, Ua, à © a, à — — Pa: Pa U3,a° Ua,s — mie 
also allgemein @; 2:05 — — b;: x. 
Die Matrix («;3) ist daher: 
0 @ Pi bpi Chi 
EE & Pa 0 à Pa € Pa 
— D Ps — à B3 0 Î Ba 
— C ba 7 — f Pa 0 
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Tateléder PAS LAIT Ve” 


Matrisader 07 


1 — a? 
Eu 1RRET 1 07 
a 
a 1— a? 
: nel L 0 — a? 
ee 1 — 2 
te tee DEL £ 0 
a a 
a—la—]1l L 0 1 — a? 1 — a? 
a? a a a? 
HO a+b 0 
bc 
b 
bo IN 0 2 
b 
1001 0 a LOS 
— 4 — D0C 
db 1 b 0 & 0 0 
ac — à — GC 


1+a 
— à 

1 — a? 
a? 

1 — a? 
— (> 


Hierbei ist zur Abkürzung gesetzt: ab — 1 — c-1. 


0 1—al—a 2 0 24 
1+a O0 1 1 — 24 4 a 
l+a —1 O0 —1I — 24 0 

2 — 1 1 0 — 9 2a?—2a 

q g 
0 ais. 1 0 RT 
g ag 
il 0 L L 
1—a (a—1} 
GE ON g 0 
l— a 
AE | 1 0 g mg 
GE À œ—1l (a—1} 


Hierbeï ist zur Abkürzung gesetzt: a? — 4 + 1 — g. 


Transponierte Matrix der A4: 
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Setzt man in (37) w; 8; — ;, so erhält man jetzt die Koordinaten der 
Tetraederecken: 


FEDREST EN Lt A ü, Gr) 
D; = @; (— a, 0, d, e) (37) 
D;=0s (—6b, —d, 0, f) 
Dit CE, — 7j; 0) 
He DC de Ed, 
Für À +0 und À4,;3æ+ 0 (wenn à +k) ist 
af—be+cd+0 (43) 


notwendig und hinreichend. Im Falle der Môbiustetraeder sind also die 
Gleichungen (37’) und (43) mit (37) bis (41) äquivalent, 

Der Einheitspunkt unseres projektiven Koordinatensystems ist noch 
willkürlich. Hält man die Ecken des Koordinatentetraeders fest und er- 
teilt dem bisherigen Einheitspunkt die Koordinaten @ (01, 0, O3, O4) 
(6; alle + 0), so geht jeder Punkt 


; s 
DEC, M M) ITU DU (0, Le, 0, 0%: 0 da) Der. 


Es sind also die Spalten von (37’) mit 6,, 0:, 6, 6, zu multiplizieren. Um 
die schiefsymmetrische Form der Matrix wieder herzustellen, muR von 
jedem der vier willkürlichen Faktoren 0; (+ 0) ein zu 6; proportionaler 
Faktor 66; (6 +0 willkürlich) abgespaltet werden. Es erhält dann auf 
der rechten Seite von (37’) das Element an der Stelle [i, 4] jeweils den 
Faktor 0 6;04. 


Die Produkte af, be, cd erhalten daher denselben Faktor 0°, 0,0, 0,, 
bleiben also proportional. Diese Produkte sind also (bis auf einen will- 
kürlichen gemeinsamen Faktor) von der Wahl des Einheitspunktes un- 
abhängig. Andererseits bestimmen sie eindeutig die projektive Lage von 


(D Dep 0)eu (DD "DD 
Setzt man nämlich 


befl?, ANA acel?, GREEN la bd/?; nl, 


Ut lea fi? Greta 


so geht (37’) über in 


D, — +, (0.0. C3, C2, Ch) CA Fa (A + 0 

Dar (—@s, e de ca) (44) 
3 = L3 (—@, (051 0 » ü3) 

Di =, (— cu, — 0, (2 0 }, 
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Die Vorzeichen von «,, @&, & Sind hier willkürlich, da die e; willkürliche 

! S : “Re 
Vorzeichen haben künnen, doch sind dann die Vorzeichen der «a, &, @ 
vollständig bestimmt, da 


cd—= Gi — 
— be — 0,0; — a 
GT = 0, ds ds IS (45) 
Man setze ferner: —af+be—cd—= a. 
4 
Also , Zu —0, mEO0(—=L 2,5, €). 


i=1 


(44) und (45) geben so eine normierte Darstellung der Figur mit 
Hilfe der vier bis auf einen willkürlichen Faktor bestimmten Zahlen «. 
Die Punkte D} und D} sind einander durch die Konfiguration eindeutig 
zugeordnet. Vertauscht man also bei dem einen Tetraeder die unteren 
Indizes, so muB das gleiche beim anderen Tetraeder erfolgen. Die Punkte 
Li müssen daher ebenso permutiert werden, wie die Koordinaten #;; auf 
der rechten Seite von (45) muf also in den Zeilen und Spalten dieselbe 
Permutation ausgeführt werden. 


Mithin geht durch die Permutation (1, 2) der unteren Indizes die Matrix 


LA / 
0 CANTINE O0 —«, CRC 
VA 7: 
— 3 0 GA, GE x : +a, 0 Es C4 
, F über in > Zu À 
—Gy —0Q1 0 « — Qi — y 0 «s 
LA 
— ©, —0; —@ 0 — a, —a, —@ V 
il (4 4 Lite LA LÆ V4 LÉ 
ASO , A, 3, Ai, Co, Us; dy — 1 M, As — — As C2, As — As As 
e LA LA Fe À 4 
in Co, Un, — CU, Lo, Us, Us; le Oo, = 10, — = — (A 


Da ein gemeinsamer Faktor der a; willkürlich ist, wird 


(1, G:, 4) durch (1,2) vertauscht in (a, a, a,;). Entsprechend wird 
(a, UET @s) » GE 3) , , (as, Œ, &) und 
(a, UP 3) LA (1, 4) ») Le] (a, Gs, @). 


Durch die Permutation der unteren Indizes in den beiden [D#, 64] 
(u — 1,2) werden also nur die a;, &, a; vertauscht und zwar wird jede 
Permutation dieser drei Zahlen durch vier verschiedene Permutationen 
der vier unteren Indizes herbeigeführt. 


Die Permutationsgruppe 1; (1,2)-(3,4); (1,3).(2, 4): (1, 4):(2,3) (46) 


läBt alle a; einzeln ungeändert. Die Transformationen dieser Gruppe sind 
also Kollineationen. 
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Um das zweite Tetraeder zum Koordinatentedraeder zu machen und 
das erste entsprechend (44) darzustellen, nimmt man eine Kollineation 
mit der Matrix 


M — ; 
—— Co œ 00; 
Œi — Co y 0 
Denn es ist 
0 d. Roue, GR RUN 0 
— Os 0 di, da Fe ONE RUE 
"din os C0 DU RE CN 7m 
de 0, CONDOM, 
und 
RONDE 
OMIMOURO 
Tool ou 
©) 10) (Où al 


Das erste Tetraeder wird also durch das zweite mit Hilfe desselben 
Zahlentripels ausgedrückt, wie das zweite durch das erste. Das Zahlen- 
tripel!) 


@ [ai à &s] (47) 


ist daher für die gegenseitige Lage der beiden Tetraeder charakteristisch, 
und man erhält nach beliebiger Permutation dieser drei Zahlen aus den 
Formeln (44) und (45) alle normierten Darstellungen des Tetraederpaares. 
Das Zahlentripel ist also eindeutig durch das Tetraederpaar bestimmt. 
Setzt man die Kollineation M zusammen mit einer zweiten Kollineation, 
die das Grundtetraeder festhält und den Einheitspunkt in einen gewissen 
Punkt mit Koordinaten +1 verlegt, so werden die beiden Tetraeder 
kollinear vertauscht. Zusammen mit der Permutation (46) ergibt sich 
so eine Gruppe von acht Kollineationen, die das Tetraederpaar invariant 
lassen. 
Die Bedingungen 24 —=0; œÆ+0 (= 1, 2, 3,4) 


sind also die einzigen Einschränkungen für das Zahlentripel (47) und 
zwischen diesen Zahlentripeln und den projektiv verschiedenen Paaren 
von Môbiustetraedern besteht eine ein-eindeutige Zuordnung. 

Die von den acht Punkten und acht Ebenen des Tetraederpaares er- 
zeugte Konfiguration enthält aber noch drei weitere Paare von Môbius- 


1) Die Bezeichnungsweise zeigt bereits an, daB die Reïhenfolge der drei Zahlen gleichgültig 


ist (vel. Kap. I, $ 5, S, 25). 
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tetraedern, Das Zahlentripel (47) ist also durch diese Konfiguration noch 
nicht eindeutig bestimmt. 

Es liegen in der Konfigurationsebene d; stets die vier Konfigurations- 
punkte 


DS Dr DL AD 7 +v, 1, k, 1, m verschieden. 
Die vier in einer Konfigurationsebene liegenden Punkte sind also stets: 
DE Le Le D’: s> De d Ps 1 2 
rss Ds Di y; ungerade, ;— 1, 2. 


Sollen aber vier Punkte ein Tetraeder bilden, dessen Ebenen Kon- 
figurationsebenen sind, so müssen die unteren Indizes von je dreien ver- 
schieden sein, das heift, sie müssen alle vier verschieden sein und sie 
dürfen nicht in einer Ebene liegen. Es gibt also nur die Fälle 


PU D 0 Er; gerade, 7; — 1, 2. (48) 


Das ergibt acht Tetraeder, die paarweise die ganze Konfiguration er- 
zeugen. Zu jedem (48) gehôrt nämlich noch 


y. PF % ne 
D? 5 ”. DE Vi 2e Vie (48°) 


DaB (48) und (48”) je ein Paar Môbiustetraeder sind, läfit sich leicht 
aus der Inzidenztafel entnehmen. Hier braucht man diese Überlegung 
nicht durchzuführen, da sofort die zu diesen Tetraederpaaren gehôrigen 
Zahlentripel (47) errechnet werden. 


Zur kürzeren Bezeichnung setze man 


da, | = ||, (49) 


wobei das Vorzeichen von «, noch willkürlich bleibt, und benenne: 


LA 0 0 0 
0 LA 0 0 

— —@ = A Don M, . 
&y a, œ 0 


Dann transformiere man das Tetraeder (48) so in das Koordinaten- 


tetraeder, daf (48’) eine Normalform entsprechend (44) annimmt. Es 
sei zunächst (1, v,, %s, %,) = (1, 1, 2, 2). 


Dot LE où OP : 
D: — (0 : + transformiert ( ©: F0 (202010) 
A (> , , , 0 ) : Q2 LE (0, 1, 0 0) 
DIS PAIE 0 ; mit M, na " 
! (ES 29 1, ; 3) ‘ Os A3 Aa (0 0,*1,2:0) 
ere DAMES ergibt: DAME SES PERS D AE 
4 04 1, 2) 3, ) Q4 A3 y (0, 0, 0, 1): 
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Ebenso: 
Di = 6 0 : _ = 

: : en a 1e transformiert ( °: a METRE ne %) 
JL 0 (— «3, 0 , &1, @:) mit M Oo œ ( 4, 0 » ds, — @) 
Das 00 0 Le 0) | mare | DR eu 0) 
Dit (40, 0.021) ON a, ai 0) 


Es handelt sich also hier um ein Paar von Môbiustetraedern, die zu 
dem Zahlentripel 


Q [ai a 4] 
gehôren. Die anderen Tetraederpaare erhält man durch denselben 
ProzeB, wenn man vorher die unteren Indizes der D' permutiert; das 
bedeutet aber, daB die Indizes von &,, a, & permutiert werden und 


zwar kommen alle môglichen Permutationen vor. Statt a, sind dann 
die Zahlen a, bzw. a, durch «a, zu ersetzen. 


Als Ergebnis erhält man also: 


Jeder durch ein Paar von Môübiustetraedern erzeugten Konfiquration (Môübius- 
9 9 
konfiguration) entspricht ein Zahlenquadrupel mit willkürlichem Faktor: 


le am ea EU = 1,2, 9,4. (50) 
Wählt man hier willkürlich drei Zahlen ax, @&, An und setz 
dx — i; = = @, An — 3 ü; læ;l = CA , 


so erhält man die Koordinaten der Konfigurationselemente in der Form: 


D; = x, (1, 0, 0, 0) di: (1, 00 0) 

D; =7:0,4, 00) C2 = À (0, 1, 0, 0) 

Di—"#31(0; 0, 1,10) 03 = À (0, 0, 1, 0) 

D; = x, (0, 0, 0, 1) dé— 4, (0, 0, 0, 1) ns 
DEC UUr, LL, Ua, 3) =" ( 0, C3, — Ga, ai) 
Di =: (— 0%, 0 du, 0) 0 — 7, (-—— a, (7 Œ, —) 
Di = y (— Ga, — &, TA 0 — V3 ( 3, — 04, Os ü:) 
DA, oc, — 5, — 3, 0) dr, ee x, Toy — Us; 0 ). 


Alle Normaldarstellungen der Konfiguration lassen sich auf diese Art gewinnen. 
Die Zahlenquadrupel (50) und die Klassen kollinearer  Môbiuskonfigurationen 
entsprechen sich ein-eindeutig.“ 


Die Konfigurationsgruppe hat einen Normalteiler von acht Kollineationen. 
Die zugehôrige Faktorgruppe ist (1)-isomorph zu @,; sie ist nämlich 
ein-eindeutig bezogen auf die Vertauschungen der a. Bleibt a; fest, so 
geht das Tetraederpaar, in dessen Zahlentripel a; nicht vorkommt, in 
sich selbst über. Die symmetrische Gruppe ©, kann also auch gedeutet 
werden als Gruppe aller Vertauschungen der vier Tetraederpaare, und 
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die Gruppe der acht Kollineationen fübrt jedes Tetraederpaar in sich 


selbst über. 

Die Zuordnung der Quadrupel (50) zu den Môbiuskonfigurationen soll 
jetzt dazu benutzt werden, um diese Konfigurationen zu klassifizieren 
nach der Art der Zerlegung, die der projektive Raum durch die acht 


Ebenen der Konfiguration erfährt. 


Ne | / 
\/43212431/ 
SN 7 
SZ 


\ 
4132 Y 4231 
PA 


s | -8743°0 
NS 7 
es e. 
DS 2) er 
DES & : ; > dé 
NS 
- | 
8$8,=0 
8," 0 
4312 d 
7 4321 
/ 
7 
/ 
12222 
dr & 
us 1 SR SSSR SOSSSS É Sr Ur 85840 
/ > 
Re j 4213 Ss 3421 
27707 
4 / \ 1423 S«8r8 =0 
/ ù v 
À \ 
/ Le 
/ 
/ D 
/ 
4-0 * 
CHEFS 80 8i+ 830 â;0  8,+80 8-0 ar 340 


Man ordne den Môbiuskonfigurationen die Punkte eines (a;, &,, &3, @)- 
Raumes zu, deren Koordinaten die Werte (50) haben. Jeder Môbius- 
konfiguration entsprechen also 4! Punkte. Diese liegen alle in der durch 


Di (52) 


charakterisierten projektiven Ebene À, überdecken sie einfach und bis 
auf die vier Geraden a; — 0 lückenlos. Diese vier »Ausnahmegeraden“ 
bilden ein nicht ausgeartetes Vierseit, das die Ebene À in vier Dreiecke 
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und drei Vierecke zerlegt. Das Koordinatensystem kann so gewählt 
werden, dafi a, — 0, a, — 0, a; — 0 ein gleichseitiges Dreieck bilden und 
a — 0 die unendlich ferne Gerade wird. Bewegt man einen Punkt stetig 
in der Ebene À (auferhalb der Ausnahmegeraden), so ändert sich die 
zugehôrige Konfiguration stetig im projektiven x-Raume. Ein Übergang 
einer Zelleinteilung in eine andere kann dabei nur vorkommen, wenn Ecken 
oder Kanten der Teilung zusammenfallen. Da aber niemals eine Ecke 
dieses Môbiustetraeders auf der Kante des anderen liegen kann, so 
kônnen niemals drei Ecken auf einer Geraden liegen; da die Figur zu 
sich selbst projektiv reziprok ist, kônnen also keine drei Ebenen durch 
dieselbe Kante gehen. Es kommen daher nur die Sonderfälle in Betracht, 
bei denen mehr als drei Konfigurationsebenen sich in einem Punkte, 
der nicht Konfigurationspunkt ist, schneiden (Zusammenfallen von Neben- 
punkten). Von diesen Ebenen müssen dann je zwei zu den erzeugenden 
Môbiustetraedern gehôren, d. h. es muB die Determinante einer Matrix 
verschwinden, die aus je zwei Zeilen der zweiten und vierten Matrix 
von (51) besteht, oder — was dasselbe ist — es mu eine zweireihige 
Unterdeterminante der vierten Matrix von (51) verschwinden. Da a; #0, 
ist das nur môglich in den Fällen 


G+a=0= a+ am. (53) 


Die drei Geraden (53) bilden ein gleichseitiges Dreieck. Die zur selben 
Konfiguration gehôrigen Punkte der Ebene À gehen ineinander über 
durch Kollineationen, die sich zusammensetzen aus projektiven Spiege- 
lungen an den sechs Geraden 


dj — Ag — 0% (54) 


Die Geraden a; —0 (Ausnahmegeraden), (53) und (54) zerlegen zu- 
sammen die projektive Ebene in 48 Zellen. Je 24 von ihnen sind zu- 
einander äquivalent, d. h. gehen durch die Automorphismen der Kon- 
figuration ineinander über. Diese beiden Kategorien von je 24 Zellen sind 
voneinander durch die Ausnahmegeraden getrennt; man kann also nicht in 
stetiger Weise von den Konfigurationen der einen Kategorie zu denen 
der anderen übergehen. Das eine System von 24 Zellen der A4-Ebene 
liegt ganz in den drei Vierecken der von den Ausnahmegeraden er- 
zeugten Einteilung. Diese Zellen sind zu Strecken der Geraden (53) 
benachbart; es gibt hier also noch zwei Spezialfälle (dritte und vierte 
Kategorie), in denen eine oder zwei Gleichungen (53) erfüllt sind. Das 
andere System von 24 Zellen liegt in den vier Dreiecken der durch die 
Ausnahmegeraden erzeugten Einteilung. In den Vierecken haben zwei a; 
das positive, zwei das negative Vorzeichen; in den Dreiecken haben 
immer drei a; dasselbe Vorzeichen, Aus der Môglichkeit des stetigen 
Übergangs von Konfiguration zu Konfiguration ergibt sich zunächst nur, 
daB hôchstens vier verschiedene Einteilungen des projektiven Raumes in 
Systeme von Raumzellen durch die Ebenen von Môbius-Tetraederpaaren 


Levi, Geometrische Konfigurationen. 9 


130 Kap. III. Die einfachsten projektiven Konfigurationen. 


erzeugt werden kônnen, entsprechend den Punkten der Ebene À, die 
entweder im Innern einer Zelle erster Kategorie oder im Innern einer 
Zelle zweiter Kategorie oder auf einer Geraden (53) liegen, oder Schnitt- 
punkte zweier Geraden (53) sind. Es mul jetzt noch gezeigt werden, 
daR diese Zelleinteilungen auch vwirklich verschieden sind. Die beiden 
ersten Fälle weisen je 32 Eckpunkte auf; der dritte Fall entsteht aus 
dem ersten, der vierte aus dem dritten durch Zusammenfallen von Eck- 
punkten; es ist also nur die Verschiedenheit der beiden ersten Fälle 
nachzuweisen. | 

Der projektive Raum wird durch die acht Ebenen in eine gewisse 
Anzahl Raumzellen zerlegt, die Ebenen durch die Schnittgeraden in 
Zellen, die Schnittgeraden durch die Schnittpunkte (Ecken) in Strecken. 
Diese Raumzellen, Zellen, Strecken, Ecken sind die Élemente der Zell- 
einteilung, und es wird jetzt untersucht, ob eine Zelleinteilung der zweiten 
Kategorie so ein-eindeutig auf eine Zelleinteilung der ersten Kategorie 
abgebildet werden kann, da8 entsprechende Elemente immer gleichartig 
sind und jedem Paare inzidenter Elemente wieder ein Paar inzidenter 
Elemente entspricht. Da die Konfigurationspunkte die einzigen Ecken 
sind, die mit mehr als acht Raumzellen inzident sind, müssen den Kon- 
figurationspunkten wieder Konfigurationspunkte entsprechen. Jede Strecke 
ist inzident mit einem Zyklus von vier Raumzellen und vier Zellen; die 
beiden Zellen, die zu derselben Ebene gehôren, liegen sich zyklisch 
gegenüber, müssen also wieder in Zellen einer Ebene übergehen. Jedes 
ebene Zellsystem der Zelleinteilung geht also wieder in ein ebenes Zell- 
system und daher jedes Paar von Môbiustetraedern wieder in ein solches 
über. Daraus folgt, daB jede Schnittgerade wieder in eine Schnittgerade 
übergeht. In der Konfiguration der zweiten Kategorie wähle man nun 
das Tetraederpaar aus, dessen Zahlentripel @ [a; 4x &] drei gleiche Vor- 
zeichen aufweist, Die Tetraeder nenne man wieder [D;, d;] und [D’, 0°]. 
In jeder Ebene ist dadurch eine dreieckige Zelle 4; mit den Ecken 
D;, Dj, Dj, ausgezeichnet, in deren Innern Df liegt. Die Schnitt- 
gerade d;, von d;, und d°, kann dann dieses Dreieck nicht treffen. Wählt 
man nämlich 4}, als Koordinatendreieck und D} als Einheitspunkt, so 
hat d;, (wie aus (51) zu ersehen) die (w)-Koordinaten 6 (a;, ay, &), kann 
also durch keinen Punkt gehen, dessen (x)-Koordinaten alle drei gleich- 
falls dasselbe Vorzeichen haben. Ist nun diese Zelleinteilung auf eine 
andere abgebildet, so müssen sich entsprechen: 


Die Tetraeder das Dreieck der Punkt die Gerade 
CD}, dj] [Dÿ, di] A, D}, dis 
und [D;, dj], LD}, d;} ÿ, D}, d;, 


di, darf daher 4, nicht treffen; seine (u)-Koordinaten haben also — 
bezogen auf Æ als Koordinatendreieck und D} als Einheitspunkt — 
gleiches Vorzeichen; dasselbe gilt daher von dem zum Tetraederpaar 
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gehôrigen Zahlentripel. Diese zweite Zelleinteilung muB also von der 
zweiten Kategorie sein. So erhält man das Ergebnis: 


\Durch Paare von Môübiustetraedern kann man im projektiven Raum genau vier 
topologische Zelleinteilungen erzeugen, darunter zwei, in denen die 24 Nebenpunkte 
der Konfiguration alle getrennt sind.“ 


Aufgaben. 1. Gibt es lineare Korrelationen des Raumes, bei denen 
jedes Di in 0; übergeht? Welche Punkte sind mit 
ihren korrelativen Ebenen inzident? 

. Man studiere die Zelleinteilung im einzelnen: Gestalt der 
Raumzellen, Anzahlen «,, «,,«,,«, der Punkte, Strecken, 
Zellen, Raumzellen. 

3. Wie ändert sich —a, a; —a, +, (siehe vorige 
Aufgabe), wenn man die Zelleinteilung durch Einziehen 
einer neuen Ebene verfeinert? (Verallgemeinerungen 
der Überlegungen von Kap. IL — Der hier zu g'e- 
winnende Satz ist ein Spezialfall zu einem grundlegenden 
Satze der n-dimensionalen Topologie!1). 

4. In welchen Fällen hat die Gruppe der Kkollinearen 
Automorphismen der hier behandelten Konfiguration 
mehr als acht Elemente? Diskussion der einzelnen Fälle. 


[Se] 
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In Kap. I (Satz 21) ist gezeigt worden, da — von trivialen Fällen 
abgesehen — in der reellen projektiven Ebene keine Konfiguration 
môglich ist, in der alle Schnittpunkte von Konfigurationsgeraden auch 
Konfigurationspunkte sind. Dieser Beweis ist dort topologisch geführt 
worden, Wegen der in der projektiven Ebene bestehenden Dualität folgt 
aus diesem Satze, daB es auch keine nicht triviale reelle Konfiguration 
geben kann, in der je zwei Konfigurationspunkte durch eine Kon- 
figurationsgerade verbunden sind. Dagegen haben wir in $ 3 eine 
komplexe Konfiguration 9,, 12, mit dieser Eigenschaîft gefunden. Hieraus 
ist ersichtlich, warum der Beweis von Kap. Il, Satz 21 nicht mit Me- 
thoden der linearen Algebra geführt werden konnte; denn die lineare 
Algebra gilt im Komplexen wie im Reellen. 

Der Unterschied zwischen dem Reellen und dem Komplexen tritt 
aber zurück, sobald die doppelte Forderung erhoben wird: Es soil zu- 
gleich jeder Schnittpunkt von Geraden und jede Verbindungsgerade 
von Punkten einer Figur gleichfalls Element der Figur sein. Hier ergibt 
sich, daB alle nicht trivialen derartigen Figuren — die ,Netze“ — aus 


1) Vol. z. B. H;Tietze, Über die topologischen Invarianten mehrdimensionaler Mannigfaltig- 


keiten, Monatsh. f. Math, 19 (1908), S. 48. 
9 * 
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unendlich vielen Elementen bestehen. Diese Netze stehen in enger 
Beziehung zu den Konfigurationen, wie sich insbesondere in Kap. V 
zeigen wird. Es soll dieser letzte Paragraph des Kap. III der Charakteri- 
sierung der Netze gewidmet werden. 

Eine Gesamtheit von Punkten und Geraden (,Netzpunkte“ und ,,Netz- 
geraden“) einer projektiven Ebene wird als Geradennetz oder kurz 
als Netz bezeichnet, wenn: 

1. jede Verbindungsgerade zweier Netzpunkte eine Netzgerade ist, 

2. jeder Schnittpunkt zweier Netzgeraden ein Netzpunkt ist, 

3. vier Netzpunkte vorhanden sind, die ein nicht ausgeartetes Viereck 

bilden. 


Satz 1. ,,7n einem Netz gibt es zu jedem Netzpunkt P (jeder Neizgeraden 9) 
unendlich viele inzidente und unendlich viele nicht inzidente Netzgeraden 
(Netzpunkte).“ 


Beweis. Aus vier Netzpunkten, die ein nicht ausgeartetes Viereck 
bilden, kann man durch Verbinden von Netzpunkten und Schneiden von 
Netzgeraden schnell zu fünf Netzgeraden gelangen, die sich in zehn 
verschiedenen Punkten schneiden:). Es wird daher jede Gerade der Ebene 
von diesen Netzgeraden in mindestens drei verschiedenen Punkten ge- 
schnitten, auf jeder Netzgeraden liegen also mindestens drei verschiedene 
Netzpunkte und aulerhalb jeder Netzgeraden mehr als ein Netzpunkt. 
Zu drei Netzpunkten P,, P,, P, einer beliebigen Netzgeraden g kann 
man aber mit Hilfe einer Vierseitkonstruktion, die ganz im Netz verläuft 
(da auRerhalb g mindestens zwei Netzpunkte liegen), einen vierten har- 
monischen Punkt P, konstruieren, der also auch Netzpunkt ist, und diese 
Konstruktion läft sich beliebig oft wiederholen. 

ES Shdaalso PP RP NP RARE RP; PP SRPSRPRPESPEREERESE 
immer vier harmonische Netzpunkte auf g, und alle diese Punkte sind 
voneinander verschieden. Projiziert man dann aus einem willkürlichen 
Netzpunkt S die unendlich vielen Netzpunkte einer nicht durch $ gehenden 
Netzgeraden, so erhält man unendlich viele durch S gehende Netz- 
geraden. Von den ebenfalls unendlich vielen durch S’+$S gehenden 
Netzgeraden geht aber nur eine durch S: ebenso liegt von den un- 
endlich vielen zu g+g gehôrigen Netzpunkten nur einer auf g. Damit 
ist der Satz bewiesen, 

Wählt man auf einer Netzgeraden g drei beliebige voneinander ver- 
schiedene Netzpunkte 4,, À,, À, als ,Grundelemente“ aus, so ist jeder 


andere Netzpunkt À von g durch das Doppelverhältnis Fe | voll- 
3 


Lies bestimmt. Entsprechendes gilt für die Netzgeraden eines Büschels. 
un g'ilt 


1) Bezeichnet man die vier Netzpunkte mit 1, 2, 3, 4, setzt ferner {(12) (34)} — 4, 
{439 @4}=B, {14 (23}=0C {40)24}=D, {BC)(B4}=E, so sind (12), 
(34), (13), (24), (D E) fünf derartige Geraden. 
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Satz 2. Der Wertevorrat der Doppelverhültnisse hs a ist für alle Netz- 
3 


geraden derselbe und von der Wahl der Grundelemente unabhängig.  Der- 
selbe Wertevorrat kommt auch jedem Netzpunkt als Träger eines Büschels 
von Net:geraden zu.“ 


Beweis. À,, 4,, À, seien auf g, und B,, B,,B, auf g, als Grund- 
elemente gewählt. Fall 1: g, +gs, aber 4; = B; (i — 1, 2 oder 3). Der 
Schnittpunkt S = {(4Ax Bx) (A: B;)} ist ein Netzpunkt, Die Netzpunkte 
von ÿg, Werden aus S wieder in Netzpunkte von g, projiziert und um- 
gekehrt, Kür solche perspektiv entsprechende Netzpunkte À und B 


; À; À PB, B, mas 
ist aber je | == (2: al Hell 7, db —-12 5) 


Man kann ; so wählen, daB weder A; noch B; der Schnittpunkt {g, gs} 
ist. Auf (4; B;) wähle man beliebig den von À; und B; verschiedenen 
Netzpunkt S und projiziere von $ die Grundelemente À4,, 4,, À, auf 
eine beliebige durch B; gehende Netzgerade g +g, nach OC, C,, Ci 
Dabei ist C;— B; Perspektiv entsprechende Punkte À von g, und C 
von g. haben mit À,, À,, À, bzw. C;, C,, C; dasselbe Doppelverhältnis. 
Andererseits muB wegen B;— 0; (Fall 1) auf g, hinsichtlich B,, B,, B, 
und auf g, hinsichtlich ©, C,, C,; derselbe Wertevorrat von Doppel- 
verhältnissen bestehen. Fall 3: g, —g,. Es sei g eine beliebige Netz- 
gerade; der Wertevorrat ihrer Doppelverhältnisse ist (nach Fall 1 u. 2) 
bei beliebig gewählten Grundelementen gleich dem der Doppelverhältnisse 
auf gs, sowohl für die Grundelemente À,, À,, À,, wie für B,, B,, B;. — 
Die Doppelverhältnisse der Netzgeraden eines Büschels sind gleich den 
entsprechenden Doppelverhältnissen auf dem Schnitt des Büschels mit 
einer beliebigen anderen Netzgeraden. Man hat also überall dieselben 
Doppelverhältnisse, 

Zu dem Wertevorrat der Doppelverhältnisse gehôrt stets 0, 1, 1:0 
(diese Fälle treten ein, sobald À mit einem der Grundelemente zusammen- 
fällt) ferner — 1, da man den vierten harmonischen Punkt auf dem Netz 
konstruieren kann. Sind À,, À,, À;, À, alle verschieden, 


141, Es . À; À: lo) False == 
| 1 so ist nes et — 1 —0. 


Sind ferner 0, und 0, vorkommende Doppelverhältnisse, so gibt es 
Punkte À; und 4e so daf 


ANA 4,41 L ot Aide 
[A 4] = à [4 4] = dus demi ist [4 4] e 0, 


auch ein zulässiges Doppelverhältnis. 
Daraus folgt, dafi mit à auch —d vorkommt und (wenn 0, und 0, 
1 
von 0:1 und 1:0 verschieden sind) mit 0, und 0, auch dir — di: do, 
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Ô —0 Ô des 
ferner —0,:0,, 01 FR il SP A d, (G—)=8- à 


d, (1 + à) — 6,+ 0, vorkommen. So ergibt sich: 


Satz 3 Der Wertevorrat der Doppelverhülinisse eines Netzes besteht aus dem 
Verhälinis 1:0 und den Zahlen eines Zahlk rpers; dieser heift Zah\kôürper 
des Netzes.“ 


Exkurs über den Begriff des Zahlkôrpers. 


,Zahlkôrper“ K heift eine Gesamtheit von Zahlen mit folgenden Eigen- 
schaften: 1. Es gehôrt mehr als eine Zahl dazu, 2. sind b +0 und a 
zwei Zahlen von K, so gehôren auch a +b, ab, 2-0 ond g:0 zu 
Wegen 1 muk eine Zahl bÆ+40 stets vorkommen. Dann gehôrt aber 
auch (wegen 2.) b—b—0, 0—b——6b und b:b—1 zu K. Jeder Zahl- 
kôrper enthält daher alle rationalen Zahlen. Die Gesamtheit der ra- 
tionalen Zahlen ist aber für sich allein schon ein Zahlkôrper. Die Ge- 
samtheit aller Zahlen, die zugleich in den Zahikôrpern K,;, K,, ... vor- 
kommen, bildet wieder einen Zahlkôrper, den ,,Durchschnitt der Zahl- 
kôrper K,, K;,,...“ Der Durchschnitt aller Zahlkôrper ist also À. Der 
Durchschnitt aller Zahlkôrper, welche die Irrationalzahlen #,,4,, ...,4,, ent- 
halten, heift ,der durch Adjunktion von 4,4%, ..., 9, zu À entstandene 
Zahlkôrper“ À (9,,%,, ..., 9,); seine Zahlen sind die Gesamtheit aller 
D De 0) D (0 or) vob Under rationale 
Funktionen ihrer Argumente mit rationalen Koeffizienten sind und der 
Nenner von Null verschieden ist, Sind die endlich vielen Zahlen 4, al- 
gebraische Zahlen, so heilkit der Kôrper ,algebraischer Zahlkôrper“; man 
kann diese jeweils durch Adjunktion einer einzigen (algebraischen) Zahl 
erzeugen. Bildet man einen Zahlkôrper so ein-eindeutig auf sich selbst 
ab, da8f Summe, Produkt, Differenz und Quotient zweier Zahlen des Kôrpers 
wieder Summe, Produkt, Differenz und Quotient der entsprechenden Zahlen 
entsprechen, so bleiben bei jedem solchen Automorphismus des Zahl- 
kôrpers die Zahlen 0, 1 und damit alle rationalen Zahlen fest, — Von 
den Zahikôrpern sind besonders die algebraischen Zahlkôrper erforscht 
worden; ihre Theorie gehôrt zu den schônsten Teilen der mathematischen 
Wissenschaft, Daneben ist aber auch eine allgemeine Theorie der Kôrper!1) 
entstanden, die sich nicht auf Zahlen beschränkt, sondern auch z. B. 
Funktionen und Kongruenzklassen als Elemente der Kôrper zuläBt. Hier 
wurden nur einige elementare Eigenschaften der Zahlkôrper genannt?)}, 
die sich unmittelbar auf die Netze anwenden lassen. Im Zusammenhang 
damit noch einige 


7) E. Steinitz, Algebraische Theorie der Kôrper. Journ. f, Math. 137 (1910), S. 167—309. 


*) Nähere Ausführungen und Beweise findet man z, B. bei H. Hasse, Hôhere Algebra II 
(1927); O. Haupt, Einführung in die Algebra, I (1929). 
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Aufgaben: 1. Die Gruppe der Automorphismen eines algebraischen 
Zahlkôrpers ist stets von endlicher Ordnung. 

2. Ein Zahlkôrper, der eine transzendente Zahl enthält, 
hat stets einen Teilkôrper, dessen Automorphismen- 
gruppe von unendlicher Ordnung ist. 

3. Man bilde Zahlkôrper aus algebraischen Zahlen, die 
keine algebraischen Zahlkôrper À (9) sind, deren 
Automorphismengruppe von endlicher (bzw. unend- 
licher) Ordnung ist, 

4. Man untersuche die Ketten ineinandergeschachtelter 
RONDE eR <R <..:<K,—<kRwobeinik ge- 
geben ist und Ÿ < $ bedeutet, daB jede Zahl von À 
zu 8 gehôrt, aber nicht jede Zahl von 8 zu A. Man 
zeige: Ist K ein algebraischer Zahlkôrper, so ist die 
Anzahl n durch K beschränkt; in allen anderen Fällen 
ist n bei festem K unbeschränkt. 


Die Säâtze 2 und 3 werden ergänzt durch 


Satz 4. Zu jedem (reellen) Zahlkôrper gehôrt ein (reelles) Netz. Durch An- 
gabe des Zahlkürpers und von vier Netspunkten, die ein nicht ausgeartetes 
Viereck bilden, ist ein Netz eindeutig bestimmt.“ 


Beweis. Durchlaufen (x,, æ,, x,) und (u,, uw, 4) alle Tripel von 
Zahlen eines beliebigen, fest vorgegebenen Zahlkôrpers K mit einziger 
Ausnahme des Tripels (0, 0, O), 


so bilden die Punkte mit den projektiven Koordinaten p(x,,x%, &3) 
und die Geraden CN À ; o(w, 4, 4) ein Netz. 


2 


Die Verbindungslinie zweier Punkte (x, æ;, x;) und (x°, x°, «°) dieser 
Gesamtheit hat nämlich die Koordinaten 


1 
O (WU, Us, Us) = O ( > 
2 


gehôrt also auch zu der betrachteten Gesamtheïit, und das Entsprechende 
gilt für die Schnittpunkte der Geraden. Den Zahlkôrper dieses Netzes 
erhält man aber aus dem Wertevorrat der Doppelverhältnisse auf der 
Geraden x, —0. Das sind die 


ee (0, 1, 0) 


EUR 55 
(0,1,1) (0,æ, ui Had (EÈ} 


also das Verhältnis 1:0 und die Zahlen des Zahlkôrpers K. 


Hat man umgekehrt ein Netz, von dem vier Punkte, die ein nicht 
ausgeartetes Viereck bilden, und der Zahlkôrper K gegeben sind, so 
wähle man die vier Punkte als Grundpunkte eines projektiven Koordinaten- 
systems. Die Projektion eines beliebigen anderen Netzpunktes aus dem 
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Punkte (1, 0, 0) auf die Gerade +, — 0 ist dann gleichfalls ein Netzpunkt; 
wegen (55) muB hierbei æ,:#, eine Zahl des Kôrpers K oder 1:0 sein, 
und dasselbe gilt für die anderen Verhältnisse x,:æ,. Jeder Netzpunkt 
läft sich also mit Koordinaten darstellen, die zu K gehôren. Anderer- 
seits müssen aber auch @ (0, #,, æ,) und @ (x,, æ,, 0) zum Netz gehôren, 
wenn %, 3, , ein Zahlentripel aus K und x,+0 ist. Projiziert man 
diese Punkte aus @ (1, 0, 0) bzw. p (0, 0, 1), so schneiden sich die Strahlen 
im Netzpunkte @ (æ,, %» &). Die Gesamtheit der Netzelemente ist also 
tatsächlich durch K und die vier gegebenen Punkte eindeutig bestimmt. 

Durch die Sätze 2, 3, 4 ist eine ein-eindeutige Beziehung zwischen 
den Zahlkôrpern und den Klassen projektiv äquivalenter Netze herge- 
stellt worden. Man kann daher alle Sätze über Zahlkôrper geometrisch 
deuten;: doch werden sie dadurch nicht immer anschaulicher werden. 
Es soll hier nur noch auf den Zusammenhang geometrisch nahe liegender 
Netzeigenschaften mit den Eigenschaften des zugehôrigen Zahlkôrpers 
hingewiesen werden. 

Es seien 


ie 2 Tes 150 Q Q0#) Pr (56) 


(n=0) Punkte, von denen die ersten vier ein nicht ausgeartetes Vier- 
eck bilden. Diese Punkte sollen paarweise auf alle môglichen Arten 
durch Geraden verbunden werden; ebenso sollen die Schnittpunkte dieser 
Geraden untereinander und mit den Punkten (56) verbunden werden, und 
diese Konstruktion werde unbeschränkt fortgesetzt. Alle Punkte und 
Geraden, die durch diese Konstruktion erreichbar1) sind, bilden ein Netz 9, 
und alle Netze, die die Punkte (56) enthalten, müssen das ganze Netz IN 
enthalten. % ist das ,durch Linearkonstruktion aus (56) ab- 
geleitete Netz‘. 

Wäbhlt man P,, P,, P,, P, als Grundpunkte eines Koordinatensystems, 
so haben 


PL. dur: 10 tienRoordinaten 
L 1 n 
e1(X:; Lo, œe) 0 0F On (5, LE æ ). 


Den willkürlichen Faktor kann man so wählen, da jedesmal eine der drei 
Koordinaten gleich 1 wird, die beiden anderen seien jeweils £; und »;. Der 
Zahlkôrper von enthält dann sicheralleZahlen vonK —#(E£,, Ds eee can): 
Andererseits muË das Netz Ÿ, das zu P,, P,, P,, P, und dem Kôrper K 
gehôrt, alle Punkte von (56) und daher auch 9% enthalten. Die Netze N 
und %’ sind also identisch. Jedes Netz, das durch Linearkonstruktion 
aus endlich vielen Punkten abgeleitet werden kann, hat also einen Zahl- 
kôrper, der durch Adjunktion endlich vieler Irrationalzahlen zum Kôrper À 
entsteht. Umgekehrt entsteht das Netz, welches das nichtausgeartete 
Viereck P,, P,, P,, P, enthält und zum Zahlkôrper À («,, troie 


1) Bei diesen Linearkonstruktionen darf nie ein Punkt oder eine Gerade willkürlich gewäblt 
werden; es ist vielmehr jedes Element als Schnittpunkt oder Verbindungsgerade, oder ursprünglich 
gegebener Punkt vollständig durch die vorangegangene Konstruktion bestimmt. 
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hôrt, durch Linearkonstruktion aus den Punkten P,, P,, P,, P,, FR TUNS 
wobei P,,; die Koordinaten (a;, 1, 0) — bezogen auf die Grundpunkte 
Pi; P;, P;. Ph = haben soil, "Also: 


Satz 5. Die Netse, die durch Linearkonstruktion aus endlich vielen Punkten 
abgeleitet werden künnen, sind identisch mit den Netzen, deren Zahlkôrper 
durch Adjunktion endlich vieler Irrationalitäten zu À entstehen.“ 


Netze, die durch Linearkonstruktion aus vier Punkten entstehen, ge- 
hôren zum Kôrper #. Sie sind alle zueinander kollinear. Man nennt 
sie ,Môbiusnetze‘. 

Ein Netz JW, werde so ein-eindeutig auf sich abgebildet, da8 jedes 
Element in ein gleichartiges und inzidente Elemente in inzidente über- 
gehen. Bei einem solchen Automorphismus von % müssen projektive 
Punktreihen wieder in projektive Punktreihen übergehen (dagegen 
brauchen die aufeinander bezogenen Punktreihen nicht zueinander pro- 
jektiv zu sein!). Die Abbildung von Y% ist also bestimmt durch die Ab- 
bildung eines Netzpunktevierecks P,, P,, P,, P, auf ein Netzpunkte- 
viereck ©Q,, Q,, Q:, Q, und die Abbildung des Zahlkôrpers K von 9 auf 
sich selbst. Die Abbildung von K auf sich selbst muB aber ein Auto- 
morphismus (vgl. S. 134) sein. Gehen nämlich die Punkte À4,, À,, 43, À,, À, 
auf einer Geraden über in À, A:, A:, A;, A, so entsprechen sich 


His iles Hire Rite Hé 


und 


— 0’ — $ —"0 — l:0 » rl=1—0. 
LE ll lee CPE A4: 


Da ferner vier harmonische Punkte wieder in vier harmonische Punkte 
übergehen, entspricht — 1 sich selbst, daher entsprechen sich auch 
(vgl. Beweis von Satz 2) Summe, Produkt, Differenz und Quotient ent- 
sprechender Zahlen. Es sei andererseits K so auf sich selbst automorph 
abgebildet, da einem Netzpunktviereck P; ein Netzpunktviereck Q; ent- 
spricht; haben dann ein Punkt und eine Gerade hinsichtlich P; als 
Grundpunkten die Koordinaten 0 (x,, æ,, «,) und © (us, w:, u,), und gilt 
Ex;u; — 0, so muB für die Koordinaten der entsprechenden Elemente 
eo (x,,æ%, x) und 6’ (ui, us, u;) — bezogen auf die Grundpunkte Q; — 
gleichfalls Zxiu; = 0 gelten. Es gehen also inzidente Elemente wieder 
in inzidente Elemente über. Bleiben alle Zahlen von K fest, so ist der 
Automorphismus die Kollineation der Ebene, welche P; in Q; überführt. 
Also ergibt sich: 


Satz 6. ,Die Automorphismen eines Netzes N werden zusammengesetat aus den 
Kollineationen der Netzebene, die irgend ein Netzpunkteviereck wieder in ein 
solches überführen, und den Automorphismen des Zahlkôrpers von 
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Aufgaben: 1. Die Kollineationen von Y bilden einen Normalteiler 
der Automorphismengruppe von %. Die charakte- 
ristische Invariante dieses Normalteilers ist die zyk- 
lische Anordnung der Netzpunkte auf den Netzgeraden. 

2, Man wende die Ergebnisse der Aufgaben auf S. 135 
auf die Netze an und beweise z. B.: Kann % nicht 
durch Linearkonstruktion aus fünf Punkten abgeleitet 
werden, so gibt es Folgen von ineinander geschach- 
telten Netzen I, < I, ... <N,, <IN, in denen (bei 
festem J) m beliebig groB ist. 

3. Ein Kegelschnitt, auf dem fünf Netzpunkte von 9 
liegen, enthält unendlich viele Netzpunkte von 9%, und 
diese liegen auf ihm überall dicht (Kegelschnitt des 
Netzes J). 

4, Die Polare eines Netzpunktes hinsichtlich eines Kegel- 
schnittes des Netzes ist eine Netzgerade. 


Die hier für Geradennetze in der projektiven Ebene durchgeführten 
Überlegungen lassen sich ohne Schwierigkeiten auf Räume von drei 
und mehr Dimensionen übertragen. 


Kapitel IV. 


Die polyedralen Konfigurationen. 


UN 
bed 


Das räumliche Fünfeck und der Satz von Desargues. 


Fünf Punkte des projektiven dreidimensionalen Raumes 


(}, {2}, &}, {3 {5}, (1) 


von denen keine vier in derselben Ebene liegen, bilden ein räumliches 
Fünfeck. 


Die zehn Verbindungslinien (2 k) (2) 
der Punkte {i} und {k}, sowie 
die zehn Verbindungsebenen [ok] (3) 


der Punkte {5}, {k}, {I} (wobei 5, k, l verschieden sind und die Werte 
1, 2, 3, 4, 5 annehmen) sind jeweils eindeutig definiert und voneinander 
verschieden. (1), (2), (3) bilden zusammen eine Konfiguration: das 
vollständige räumliche Fünfeck. 

Diese Konfiguration werde mit einer Ebene Æ zum Schnitt gebracht, 
von der nur vorausgesetzt wird, daB sie durch keinen der Schnittpunkte 
von je drei Ebenen (3) hindurchgeht. 


Die zehn Schnittlinien (Eli kl)=(:%l1) (4) 
und die zehn Schnittpunkte {Æ (2 k)} = {i k} (5) 


bilden dann eine Konfiguration 10,, die Desargues-Konfiguration. 

Ein Konfigurationspunkt {, %,} ist dann und nur ann mit der Kon- 
figurationsgeraden (il) inzident, wenn die beiden Indizes 2, und 2, 
unter den 2,k,l vorkommen. Zwei Geraden (4) schneiden sich daher 
dann und nur dann in einem Konfigurationspunkt (5), wenn sie zwei ge- 
meinsame Indizes haben, und zwei Konfigurationspunkte (5) sind dann 
und nur dann durch eine Konfigurationsgerade (4) verbunden, wenn sie 
einen gemeinsamen Index haben. 
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Tripel von Konfigurationspunkten, die paarweise durch Konfigurations- 
gerade verbunden sind, gibt es daher zweierlei: 


{ik} {kl} {li}: das sind die Konfigurationspunkte auf einer Kon- 
figurationsgeraden (zehn Geraden); l 

{ik} {il} {im}: das sind die Ecken eines Konfigurationsdreiecks 
(zwanzig Dreiecke). 


Die Dreiecksecken { k} {il} {1 m} 
und {n k} {nl} {n m} 
sind verbunden durch Gkn)(iln) (imn); 


diese schneiden sich im 
Zentrum der Perspektivität {à n}. (6) 
Die Dreiecksseiten (à lm)(im k) (ikl) 
und (n Lm){n m k)(n k 1) 


schneiden sich in {1m} {m k} {kl}; 
diese Punkte liegen auf der 
Achse der Perspektivität (4 1m). 


Eine Desargues-Konfiguration besteht also aus zwei perspektiven Drei- 
ecken mit ihren projizierenden Strahlen, dem Zentrum, der Achse der 
Perspektivität und den drei Seitenschnittpunkten auf der Achse. Ent- 
sprechend den zehn verschiedenen Paaren perspektiver Dreiecke in der 
Konfiguration kann diese auf zehn verschiedene Arten in der ange- 
gebenen Weise dargestellt werden. Durch Umkehrung dieser Betrachtung 
kommt man zu einem besonders einfachen Beweise des Satzes von Des- 
argues: 

Satz 1 (von Desargues): ,Gehen die Verbindungslinien entsprechender Ecken 
zweier aufeinander bezogener Dreiecke durch einen Punkt, so haben ent- 
sprechende Seitenpaare drei Punkte gemeinsam, die auf einer Geraden liegen. 
— Liegen die Schnittpunkte entsprechender Seiten aweier Dreiecke auf einer 
Geraden, so künnen entsprechende Eckpunkte durch drei Geraden verbunden 
werden, die durch einen Punkt gehen“ 


Beweis. Der zweite Teil des Satzes ergibt sich dual aus dem ersten: 
es genügt also, den ersten Teil zu beweisen. Der Satz gilt auch dann, 
wenn die beiden Dreiecke in verschiedenen Ebenen liegen; dann müssen 
nämlich entsprechende Dreiecksseiten sich schneiden und die Schnitt- 
punkte der Seitenpaare auf der Schnittgeraden der beiden Ebenen liegen. 
Liegen die Dreiecke in derselben Ebene und ist eine Dreiecksseite 
zugleich Verbindungslinie entsprechender Ecken, so fallen zwei ent- 
sprechende Dreiecksseiten zusammen und der Satz ist trivial; ebenso, 
wenn zwei Ecken der beiden Dreiecke zusammenfallen, oder der Schnitt- 
punkt der drei Verbindungslinien zugleich Dreiecksecke ist, oder zwei 
Verbindungslinien zusammenfallen, Man kann daher ohne Einschränkung 
der Allgemeinheit voraussetzen, daB die neun in der Voraussetzung ge- 


$ 1. Das räumliche Fünfeck und der Satz von Desargues, 141 


nannten Geraden und die sieben Punkte alle voneinander verschieden 
sind und die Dreiecke in derselben Ebene liegen. Die drei Schnittpunkte 
entsprechender Seitenpaare sind dann auch voneinander und den sieben 
genannten Punkten verschieden, Man wende nun die Bezeichnungen (6) 
an, wobei nur die Existenz der Geraden (4 ! m) zu beweisen ist. Durch 
{in} lege man eine Gerade, die nicht in der Ebene der Dreiecke liegt 
und wähle auf ihr willkürlich die Punkte {+} und {n}. Ferner bezeichne 
man die Verbindungslinien und die Schnittpunkte in folgender Weise: 


(ir GA)J)=(GR), (G}(GD=(GI), ({i} { m})=(i m), 
Œn} {mk})=(nk),  ({n} {nl}=(nl),  ({n} {nmm})= (nm), 
{(@Æ) (nk)} — {k}, {(o2) (n1)} = {1}, {(ém) (nm)}= {m}. 


Das vollständige Fünfeck {1} {k} {l} {m} {n} wird dann von der Ebene 
der Dreiecke genau in der Figur (6) geschnitten. Es existiert also eine 
Achse der Perspektivität (4 ! m). Damit ist Satz 1 bewiesen. 

Es ist oft erwünscht, die Beziehungen zwischen den Koordinaten der 
Punkte und Geraden einer Desargues-Konfiguration in môglichst knapper 
Form vorliegen zu haben. Bei der Ableitung dieser Beziehungen wird 
von iolgenden Formeln Gebrauch gemacht: 


1. Sind 01(@1, &, 4) Symbolisch geschrieben: o,(a,) 
und Q2 (Ds 0, b,) » » @2(b,) 


die projektiven Koordinaten zweier Punkte (bzw. Geraden) der Ebene, 


so sind 
s ( Ga ds | VA da A As y y ) 
(7 OR 2 0 LR 090 
die projektiven Koordinaten der Verbindungslinie (bzw. des Schnitt- 
punktes) der beiden Punkte (bzw. Geraden). 


) symbolisch geschrieben: o( 


2. Durch Ausrechnen ergibt sich: 


he Ne 
a B y — $ æ b’ c’ 
Gb LC" D. 
a B||8y 


Die beiden perspektiven Dreiecke (4, B, C') und (4, B”, C”) sollen S 
zum Zentrum der Perspektivität haben. Ist S — À, so ist B’C” die Achse 
der Perspektivität. Ist aber S von den sechs Dreiecksecken verschieden, 
so kann man immer (auch wenn in beiden Dreiecken gemeinsame Ecken 
vorkommen) ansetzen: 


ÊE= 00 (E,) 
AN DNC— Q1 (a), 02 (b,), 03 (cs), 
A, B,C'=rp(a tué) @(0,+mb), psc + ré). 
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D 


y 
b, b 


D = | 


ner is y Au| \. 
SE Al 818,0, +afe el); 
entsprechendes gilt für die Leu CAD O0. 
An y | | y Au | An Av | | dy Au 
re , > 020, 1N 020 DD NID D 
Der Schnittpunkt {cc} = 6: AT EE A | D Aller + | dé Bllz, 
Sa Sy Su | dy dy dy dy 
| b, b, | b, b, | É, ê, # En 
ist mithin nach der vorausgeschickten Determinantenformel: 
1 Lo A3 
z a, 0 
— Ve MN (0, Ta — du 7) = 0e( d dE 
Ta To 
D 0h, 


entsprechendes g'ilt für {a a}, {b b'}. 


Dabher ist die Verbindungslinie von {c c’} und {a a'}: 


dy b, b, Cy 
a 0,1 
Ta : TE Te FT 
“0% ||a.b,c, 

Gu Ou | | buCy 
Ta To Te 

Ta TD Move 


Da diese Gerade sich bei zyklischer Vertauschung von @, b, c nicht 
ändert, ist sie zugleich Verbindungsgerade von {a a}, {b b'}, Dies ist 
ein zweiter, analytischer Beweis des Desarguesschen Satzes. 


Formel (6) läRt sich jetzt in Koordinaten schreiben: 


{i k}{i l}{im}- 01 (@) 02 (b,) 03 (0) 
{nk}{nl}{nm}-  oi(a+ré,) (0, + TE) 05 (Cy + Teës) 
GED Era Emme e(ÉÉ)  ofe)  <(f2) 
{in} 4 Lo (5) L 
GUm) GEm GED a (rer) a (ae) (RE) te 


b TEE» ns Pam (9. 
ChEtes, C Meta Su 


Cyt Te ë, Cut Te Êx 
Qy+ TaSy AT Ta Su 


dy+ Ta dut Ta a 


(nlim) (nmk) (n k1)=0 ci . ” 
b,+TiE, b,+Tië, 


Jul 


Jé( 


) 


{iIm}{mk}{k 1}- Aie) œ([* %) cf” ù) 
ToTe CRC Ta Th 
a, b, ce, 
(km) = a |la,b,c, 


Ta To Le 
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Ist aber die Konfiguration durch das vollständige räumliche Fünfeck 
gegeben 


{i} = ai(a;) H=1l, 2,8) 
und wählt man die Ebene E als x, — 0, so wird 
ee A 
{2 k} — er ( a x ) 
&, a a 
und (i&l)=@r:lla aa, nl. 
Li ar a}, 


Nach derselben Methode erhält man die Formeln für drei perspektive 
Dreiecke, 


Ist S — pe, (Ë,) Zentrum der Perspektivität von 
is À, B, C = E (a), ; Q2 (b,), | Q3 (c,) 
A : A ’ PB dd = LE (a, de Ta ss), 0: (b, a Th En) 03 (c, Te 20) 
PAR N  P Te) '(,HRE) ec +R) 


so schneiden sich die Achsen der Perspektivität (4 4’\ und (4 4”) in 
einem Punkte S = p(x;, x:, %.), wobei nach (6) 


sr b,n Cyr @, b, Cyr 


| | | | | 
la, b, 0, dy Or Cyr 
||T (Ty & | 
D | a 7 Vel a y Te] — (Talp— Thta) Do ete Tetra (tels Tote)D 
|| Gyr O,n ‘a (40:61 : 
| | | 1St 
la, b, | [ds bc 
[£a ty 4 L7 tr tel] 
und », »’,»” die geraden Permutationen von 1,2, 3 durchläuft. Hierbei wird 
b 1 Cyr D, Cy | 
? | | a D, a b,c 
b, 6, Mibaicr 
A Cyr G C le ay by Cy Ga Da C2 |; 
4 bd | à 7 Œyrr b,n Cyrr ds DSC 
|c, y | | Cyr Gr | 
folglich ist 
To To Te 
S = | |ta tb te 
| dy b, Cy 


Diese Koordinaten ändern sich nicht, wenn man 
Ta To» Te durch Ta — Las Ty — bb; Te — Le 
und dy, 0 Cy » dy ce la Lys D, à tr 2. Cy “E Le É, ersetzt. 


Man schlieft daraus, daB S auch Schnittpunkt der Achsen der Per- 
spektivität (4 4”) und (4 4”) ist, daf also alle drei Achsen durch S gehen. 
Diese drei paarweise perspektiven Dreiecke erzeugen eine Konfi- 


guration 20,, 15,. 
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& 2. Gruppe und Topologie der Desargues-Konfiguration. 


Die Gerade (ikl) 
wird durch die Punkte {5} {k 1} {ti} 
zerlegt in die Strecken!) (|| 21) (1 ]12 k) (211% 1). (7) 
Die Punkte {ik} {il} {im} und die Strecken (im) (im k) 
(:||k1) definieren dann ein Dreieck ln]. (8) 


Jede Strecke ist dabei mit genau zwei Dreiecken inzident. Die 5 Punkte, 
30 Strecken, 20 Dreiecke bilden aber keine topologische Fläche; denn 
die mit einem Punkte {ik} inzidenten Strecken (7) und Dreiecke (8) 
bilden zwei Zyklen (mit dem linken Index à bzw. k). Die topologische 
Figur besteht aus fünf Tetraedern mit insgesamt zehn verschiedenen 
Ecken; alle Strecken und Dreiecke desselben Tetraeders haben denselben 
linken Index, Dementsprechend sollen die Tetraeder mit 


Ets ls is H] (9) 


bezeichnet werden. Jeder Punkt {2 k} gehôrt dann zu genau zwei 
Tetraedern [+] und [k]. Die Automorphismen der Konfiguration sind 
daher durch die Permutationen der Tetraeder vollständig bestimmt; 
andererseits liefert jede Permutation der fünf Indizes auch einen Auto- 
morphismus der Konfiguration. Folglich: 


Satz 2. Die Gruppe der Desargues-Konfiguration ist (1)-isomorph zur S, der 
Indizes und damit zur ©, der topologischen Tetraeder (9). 


Die Vertauschung von {2 k} und (2m n) führt die Konfiguration (invo- 
lutorisch) in sich selbst über. Die erweiterte Konfigurationsgruppe hat 
also die Ordnung 240, 

Aus der Figur der fünf Tetraeder (9) kann man eine regulär geteilte 
Fläche und dann eine reguläre Zelleinteilung des sphärischen Raumes ab- 
leiten, deren Gruppe die erweiterte Konfigurationsgruppe ist. 

Zunächst stelle man fünf Tetraeder, die sich nicht durchdringen, mit 
den verlangten Inzidenzen her. Das kann dadurch geschehen, daf man 
in das Innere eines regelmäBigen Oktaeders auf vier nicht benachbarte 
Dreiecke je ein Tetraeder aufsetzt, das ganz in einem Raumoktanten 
liegt. Die vier freien Ecken sollen nicht in einer Ebene liegen: man 
verbinde sie durch ein fünftes Tetraeder. Läft man die fünf Tetraeder 
anschwellen, so durchdringen sie sich in der Nähe der alten Ecken. Bei 
geeigneter Anordnung lôsen sich diese in Dreiecke auf. Und zwar 


1) Die Bezeichnungsweïise entspricht den Bezeichnungsregeln von Kap.I, 8 5, S. 25, 26. 
Die Endpunkte einer Strecke erhält man, wenn man den links von || stehenden Index mit je 
einem der rechten Indizes verbindet, Die Gerade, auf der die Strecke liegt, wird durch Weg- 
lassen des Doppelstrichs ermittelt, Analoges gilt für die Formeln (10), (11), (7'), (8). 
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{à k} in die Punkte {5k}lm}, {ikimn}, {ik|in} (10) 

und die Strecken {in |m), (imin), (n m |). (11) 
Die Strecken (k||il) gehen über in Strecken (ele), (08) 
die Dreiecke [i|n] in Sechsecke Lin]. (8’) 


Die Inzidenzen ergeben sich nach dem folgenden Schema 


[kim] (im) [/1m] 


—{( |" (un) y 


Ck10] (ami L) LA 


Abb. 39. 


Es handelt sich daher um eine komplektische Fläche, von der man 
leicht einsieht, daB sie orientierbar ist. Für sie ist 


— y + G — A + 2 — — 380 + 60 — 20 +L2—2p; also p — 6. 


Die Fläche geht in sich selbst über, wenn man die Indizes irgendwie 
vertauscht und wenn man alle Symbole am senkrechten Teilstrich 
spiegelt; da aber die Ordnung der Gruppe dieser Fläche nicht grôBer 
als 4a;, — 240 sein kann, ist damit die Automorphismengruppe be- 
stimmt. Die drei Strecken (11), die vom selben {2 k} herrühren, gehen 
bei der Spiegelung der Symbole am Teilstrich genau in das Strecken- 
tripel über, das von den Strecken der Geraden (! mn) abgeleitet wurde, 
Die Automorphismengruppe der Fläche vom Geschlechte 6 ist also 
(l)-isomorph zur erweiterten Konfigurationsgruppe. Fügt man in die 
Zyklen (10), (11) noch jeweils eine Zelle [lim n | k] ein, so wird das 
Innere der Fläche in Raumzellen zerlegt und zwar in fünf Achtflache 
(begrenzt von je vier Sechsecken, vier Dreiecken). Entsprechend wird 
aber das Âufere der Fläche zerlegt von zehn Zellen [ik1|mn] mit 
den Strecken (1|mn), (mlnli), (n|lm). Dabei wird das Unendlich- 
ferne als ein Punkt aufgefaBt (das ganze AuBere des ursprünglichen 
Oktaeders wird eine Zelle) Man hat hier also eine Zerlegung des 
sphärischen dreidimensionalen Raumes in zehn Achtflache. Die Gruppe 


Levi, Geometrische Konfigurationen. 10 
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der Automorphismen dieser Zerlegung ist wieder die erweiterte Konfi- 
gurationsgruppe der Desargues-Konfiguration. Die Fläche vom Ge- 
schlechte 6 bleibt bei diesen Automorphismen invariant. Es existiert ein 
Normalteiler von der Ordnung 120, der die Gesamtheit der [i&|lmn] 
invariant läft (und ebenso die Gesamtheit der [{mn|ikl]); dieser läft 
das Innere und das ÂuBere der Fläche invariant und ist (1)-isomorph 
zu &,. Ein anderer Normalteiler der Ordnung 120 läfit die Orientierung 
der Fläche invariant und ist (1)-isomorph zu À, x @.. 

Die Punkte {à k} und Strecken (2||k 1) bilden einen Streckenkomplex. 
Durch Einfügen von Zellen in geeignet gewählte Zyklen kann man aus 
ihm komplektische Flächen herstellen, deren Automorphismengruppen 
zur Konfigurationsgruppe der Desargues-Konfiguration (also zu @,;) in 
einfacher Beziehung stehen. Die Einfügung von Zellen in alle Dreiecke 
lieferte zunächst keine Fläche; es wurde aber aus der so entstandenen 
Figur eine Fläche p — 6 abgeleitet. Andere topologische Flächen ent- 
stehen folgendermaBen: 


1. Es gibt 15 Vierecke {1k}, {kl}, {lm}, {mi}. Zu jeder Strecke 
gehôren zwei. Durch Einfügen von Zellen entsteht also eine Fläche mit 


— y + & — @ + 2 = — 10 + 30 — 15 + 2 = 7. 


Die Fläche ist nicht orientierbar; ihre Automorphismengruppe ist zu &, 
(1)-isomorph. 

2. Es gibt 12 Fünfecke {1%}, {kl}, {lm}, {mn}, fn1i}. Zu jeder 
Strecke gehôren zwei. Durch Einfügen von Zellen entsteht also eine 
Fläche mit 


— GG +a— a +2—= — 10 + 30 — 12 +2 — 10. 


Wie genauere Betrachtung zeigt, ist auch diese Fläche nicht orientierbar: 
ihre Automorphismengruppe ist zu ©, (1)-isomorph. 


3. Es soll versucht werden, zehneckige Zellen in den Streckenkomplex 
einzufügen. Jedes solche Zehneck soll alle Konfigurationspunkte zu 
Ecken haben und von jeder Konfigurationsgeraden eine Strecke ent- 
halten; d. h. die Konfiguration soll als sich selbst ein-(und um-)be- 
schriebenes Zehneck dargestellt werden. Um ein sich selbst regelmäpig 
ein-(und um-)beschriebenes Zehneck kann es sich dabei nicht handeln: 
denn dieses besitzt Automorphismen von der Ordnung 10 und Elemente 
der Ordnung 10 kommen in ©, nicht vor. Um die Gesamtheit aller 
Zehnecke der verlangten Art zu erhalten, denke man sich die Ecken 
eines solchen Zehnecks in ihrer zyklischen Folge aufgeschrieben. Je 


zwei aufeinander folgende Punkte müssen dann einen gemeinsamen Index 
haben, also: 


AD IL 0 


Dabei ist o der Platz für eine Strecke der Geraden (2Æl); da es sechs 


Geraden mit dem Index # gibt, müssen sechs verschiedene o zu Punkten 
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mit einem Index Æ benachbart sein. Der viermal auftretende Index # 
mu daher entweder in einem Tripel aufeinander folgender Punkte und 
einem davon getrennt liegenden Punkt, oder in zwei getrennten Paaren 
auftreten. Wir werden zunächst zeigen, daR letzteres nicht moglich ist, 
Zu beachten ist, dal eine Folge {à k}o{k1}o{l4} nicht auftreten darf; 
zwei Punkte mit gleichem Index kônnen also nicht durch genau einen 
Punkt getrennt sein. Käme der Index 1 in zwei getrennten Paaren 
vor, so kônnte man ohne Einschränkung der Allgemeinheit ansetzen: 


{2x} 0 {19} 0 {13} 0 {3+} .….. {k4} 0 {14} 0{15}0 {5%}. 


Die Ausfüllung der ersten Leerstelle kann nur mit 4 oder 5 erfolgen. 
Je nachdem ergibt sich zwangsläufig (in der durch die kleinen Ziffern 
angegebenen KReïhenfolge) 


.… {24} 0 {12} 0 {13} 0 {35} .. {34} 0 {14} © {15} 0 {52 
2 1 3 

bzw. ... {26} 0 {12} o {13} 0 {34} .. {24} 0 {14} o {15} 0 453). 
5) 3 1 


Die Unterbringung der Zeichen {23} und {45} ist aber in den 
freien Stellen unmôglich, ohne dal eine Folge {à k}o{k [+0 {li} entstenht. 
Jeder Index mu also in einem Tripel zyklisch aufeinander folgender 
Punkte auftreten, und da für die fünf Tripel nur zehn Punkte zur Ver- 
fügung stehen, mu jedes Tripel mit dem vorangehenden und mit dem 
folgenden einen Punkt gemeinsam haben. Bis auf Permutation der 
Indizes kann man also ansetzen: 


{15} 0 {1+} © {12} o {2+} 0 {23} o {3+} o {34} 0 {A+} o {45} 0 {5#}. 
Die Leerstellen kônnen nur ausgefüllt werden durch: 


4 5) 1 2 5 
oder durch D 4 5 3 De 


denn durch Ausfüllung einer Leerstelle sind die anderen eindeutig be- 
stimmt. Die beiden Zehnecke gehen durch die Permutation (/5).(24) 
auseinander hervor. Die Zehnecke sind also 


[1,2,3,4,5]—4{15}0{14}0{12};0{25}0{23;0{31}0{34}0{42;0{45;0{53} (12) 


bis auf beliebige Permutation der Ziffern. Die Permutation (7, 2, 3, 4, 5) 
führt (12) in sich über; andererseits bestimmt (12) die zyklische Reihen- 
folge der fünf Ziffern. Die Gruppe von Permutationen, die (12) invariant 
lassen, besteht also aus den Potenzen von (1, 2, 3, 4, 6). Es gibt da- 
her 24 verschiedene Zehnecke in der Konfiguration. Die Gruppe eines 
Zehnecks kann auf vier verschiedene Arten als Gruppe der Potenzen 
eines Elementes betrachtet werden; es gehôrt aber jede zyklische Gruppe 
von fünf Ziffern zu vier Zehnecken der Konfiguration. Da ferner diese 
zyklischen Gruppen nur aus geraden FElementen bestehen, geht ein be- 
liebiges Zehneck entweder nur durch gerade oder nur durch ungerade 
Permutation aus (12) hervor. Vertauscht man in (12) etwa Z und 3, so 
10* 
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bleibt die Strecke (1|.45) unberührt; es grenzen also an jede Strecke 
gleichviele ,gerade“ und ,ungerade“* Zehnecke an, nämlich je vier. 

In (12) sind die Punktetripel mit gleichem Index vom vierten Auftreten 
desselben Index in der einen Richtung durch zwei Punkte, in der anderen 
durch vier Punkte getrennt. Es haben die Zehnecke daher eine bestimmte 
Orientierung, die von der Permutation der fünf Ziffern unabhängig ist. 
Jede Strecke des Zehnecks liegt zwischen zwei Punkten mit einem gleichen 
Index und zwar — in der Orientierung des Zehnecks — entweder als 
vordere Strecke (v-Strecke) oder als hintere Strecke (h-Strecke) des zu 
diesem Index gehôürigen Tripels. So ist z. B. die Strecke (7/45) 


in [1, 2, 3, 4, 5] h-Strecke Orientierung: {15} — {14} 


in [1, 3, 2, 5, 4] h-Strecke : {15} <— {14} 
in [1, 4, 3, 5, 2] v-Strecke . {15} — {14} 
in [1, 6, 2, 4, 3] v-Strecke : {15} <—{14,. 


Es sind das die vier ,geraden‘“ Zehnecke, die diese Strecke enthalten. 
Der Streckenkomplex aller Punkte und Strecken der Konfiguration ent- 
hält daher jede Strecke zweimal als v-Strecke und zweimal als h-Strecke, 
jedesmal mit beiden verschiedenen Orientierungen. Fügt man in diesen 
Streckenkomplex die 12 ,geraden“ Zehnecke als Zellen ein, so entsteht 
ein topologisches Gebilde C. Überlagert man C ein Gebilde C’, indem 
man jeder Strecke zwei Strecken, eine v-Strecke und eine h-Strecke, 
überlagert und die Inzidenzen dementsprechend definiert, so ist auf C” 
jede Strecke mit genau zwei Zellen inzident; auf$erdem ist C” orientiert, 
da die gegebene Indikatrix der Zehnecke mit den Indikatrizen der 
Zyklen an den Punktenin Ubereinstimmunggebrachtwerdenkann(vgl.S.52). 
An jedem Punkte bilden aber vier Zellen mit zwei v-Strecken und zwei 
h-Strecken einen Zyklus. Es genügt, einen einzigen solchen Zyklus nach- 
zuweisen (s. beistehendes Schema). 


Abb, 40, 
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Uberlagert man jetzt jedem Punkte von ©” drei Punkte entsprechend 
den drei zugehôrigen Zyklen, so erhält man ein topologisches Gebilde C”, 
das aus ein oder mehreren orientierten Flächen bestehen muB. Es wird 
gezeigt, daB C” eine Fläche ist; hierzu genügt es zu beweisen, dai man 
auf C” je zwei Zellen durch eine aus Zellen und Strecken bestehende Kette 
(einen ,Flächenweg“) verbinden kann. Durch {ik} 0 {k1} o {km} ist ein 
Zehneck bis auf Vertauschung von à und » eindeutig bestimmt, ebenso 
durch {ki} o {kl} 0 {Im}; von zwei Zehnecken, die beide ein Paar auf- 
einander folgender Strecken gemeinsam haben, muB daher das eine gerade, 
das andere ungerade sein. An zwei aufeinander folgende Strecken eines 
Zehnecks grenzen daher in © jeweils sechs verschiedene Zehnecke an; 
es kann also C nicht in mehrere Stücke zerfallen deren Zellen nicht durch 
Flächenwege verbunden sind, da jedes Stück mindestens sieben Zellen 
enthalten müfte. Ein Flächenweg auf ( braucht nicht gleichzeitig Flächen- 
weg auf (” zu sein, da jeder Strecke auf C zwei Strecken auf (” entsprechen, 
nämlich die gleichbezeichneten v- und h-Strecken, Kann man aber je 
zwei gleich bezeichnete v- und A-Strecken auf ©” durch einen Flächen- 
weg verbinden, so gilt dasselbe für je zwei beliebige Zellen auf C”. Es 
genügt, für irgend zwei gleichbezeichnete v- und h-Strecken die Ver- 
bindung nachzuweisen; denn durch gerade Permutation der fünf Indizes 
kann man jede Strecke in jede andere überführen. Von den auf C” be- 
nachbarten Zellen (s. Abb. 40) [7, 2, 3, 4, 5] und [1, 6, 2, 4, 4] ist die erste 
mit der v-Strecke (4]|| 25), die zweite mit der gleichbezeichneten k-Strecke 
inzident, In C’ und mithin auch in ©” kann man je zwei Zellen durch 
einen Flächenweg verbinden; C”ist also eine orientierte Fläche, und zwar ist 


— Qy + a, — ay +2 — — 30 + 60 — 12 + 2 — 20, — 110: 


Durch die Permutationen von À, werden die v-Strecken wieder in 
v-Strecken, die h-Strecken in h-Strecken übergeführt; die Orientierung der 
Fläche bleibt erhalten, und auBer bei der Identität bleiben bei keiner dieser 
Transformationen sämtliche Strecken ungeändert. Da es aber nur dreilig 
v-Strecken und dreiBig k-Strecken gibt, kann die Ordnung der Auto- 
morphismengruppe, welche die Orientierung und die Systeme der 
v-Strecken und hk-Strecken invariant läBt, auch nicht grôBer als 60 sein. 
An jedem Punkt treten im Zyklus der vier Zellen und vier Strecken die 
v- und k-Strecken alternierend auf. Die v-Strecken bilden also Zyklen, 
die sich gegenseitig nicht schneiden und alle dieselbe Streckenzahl auf- 
weisen. Das Entsprechende gilt für die h-Strecken. Die Streckenzahl 
eines solchen Zyklus ist gleich der Ordnung des Automorphismus der 
Fläche, der die Strecken zyklisch vertauscht. 


{14} © {12} geht durch die gerade Permutation (1,2, 4) in {12} © {24} über 
{13} é {12} ol » » ” ” (1, ê, ÿ, 4, 8) D) {12} Ô {25} ki 0 


Die v-Zyklen bestehen also (s. Abb. 40) aus drei, die k-Zyklen aus fünf 
Strecken, Bei jedem Automorphismus der Fläche mu aber das System 
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der v-Strecken und das der 4-Strecken invariant bleiben. Mithin ist ], 
die Automorphismengruppe der orientierten Fläche C”. Die v-Zyklen sind 
den Geraden, die -Zyklen den einfachen Fünfecken der Desargues-Kon- 
figuration zugeordnet. Die drei Punkte von (”, die demselben Punkt {1 h} 
überlagert sind, gehôren zu verschiedenen v-Zyklen; die 30 Punkte von C7 
entsprechen also eindeutig den Inzidenzen der Punkte und Geraden auf 
der Desargues-Konfiguration. 


Streicht man in [i, k,l,m,n] zwei zyklisch nicht aufeinander folgende Indizes, 
so erhält man die mit [2, 4,1, m, n] inzidenten v-Zyklen. 


Vertauschtman in {i,k,l,m,n] zwei zyklisch nicht aufeinanderfolgende Indizes, 
so erhält man die mit [s, 4, L, m, n] inzidenten h-Zyklen 


beide Male mit der Orientierung, die mit der von [2, k, 1, m, n] überstimmt. 
Dies ergibt sich unmittelbar aus Abb. 40. Ebenso ergibt sich aus ibr, daB 
man die zu {[1, k, 1, m, n] längs einer v-Strecke benachbarten Zellen erhält, 
wenn man zwei Paare aufeinander folgender Indizes miteinander vertauscht, 
dagesen die längs einer hk-Strecke benachbarten, wenn man die Paare 
jeweils in sich vertauscht. Daraus folgt, dal jede Zelle zu zehn verschiedenen 
anderen Zellen benachbart ist; nur [n,9m, l, k, à] ist zu [i, 4, 1, m, n] nicht 
benachbart. Diese beiden ,gegenüberliegenden“ Zellen gehôren zur selben 
Gruppe (von der Ordnung 5). Vertauscht man auf (” jede Zelle mit 
der gegenüberliegenden, so gehen dabei benachbarte Zellen wieder in 
benachbarte über, Strecken in Strecken, Punkte in Punkte. Man erhält 
so einen Automorphismus, der sich nicht durch Permutation der Indizes 
herstellen läBt und bei dem die Orientierung von ©” in die entgegen- 
gesetzte umgekehrt wird Die Gruppe der Automorphismen der nicht 
orientierten (aber orientierbaren) C”’ ist daher (1)-isomorph zu dem direkten 
Produkt S,xA,. 

4. Aus dem eben untersuchten C”’ kann man leicht zwei neue topologische 
Konfigurationen ableiten. Da in C” jede Zelle mit fünf anderen Zellen 
längsv-Strecken und ebensovielen längsh-Strecken benachbartist, kann man 
C”’ dadurch, daB man längs aller v-Zyklen [bzw. aller #-Zyklen] aufschneidet, 
in hôchstens zwei Stücke zerlegen. Diese Stücke müften aber orientiert 
sein und je zehn (bzw. je sechs) orientierte Ränder haben. Durch ein- 
fügen von zehn dreieckigen (bzw. sechs fünfeckigen) Zellen müften dann 
orientierte Flächen entstehen und zwar wäre auf ihnen 


— Qy + Gi — à3 + 2 = — 30 + 45 — 16 +9 — 1[bzw. = — 30 +45—124192—5], 


was aber für orientierte Flächen unmôglich ist. Es bleibt die Fläche also 
in beiden Fällen nach dem Aufschneiden zusammenhängend. Zieht man 
nun die offenen Ränder in je einen Punkt zusammen, so erhält man 
wieder geschlossene Flächen, deren Zellen jetzt Fünfecke sind, die an 
jeden Punkt zu drei [bzw. fünf] anstoRen. Die Punkte entsprechen jetzt ein- 
eindeutig den alten »-Zyklen bzw. h-Zyklen aber mit bestimmter Orientierun g 
der zyklischen Reïhenfolge: Man erhält so die beiden nachstehend dar- 
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gestellten Fälle (vel. die Bezeichnungen von S. 145, 147 und die allg. 
Bezeichnungsregeln Kap.I, $5). 


20 


Punkte: 
Strecken: 
Zellen: 


die Tripel {| ikl}} 
(il#t) 


die geraden Zyklen [a, k, l, m, n| 


die ungeraden Zyklen fa, k,l,m, n} | 
G|4) 
die geraden Zyklen [9, k, l, m, n] 


Inzidenzen: 


(2, k,l,m,n] 
mit den Strecken | (nm), (klin), (1|ki), (i|Æm), (k|ln), (1|m 5), 
(m|1k), (n|ml); ({mink), (n|il); 


mit den Punkten | {|2&m|}, {| &ln|}, {mail}, | {1,4,n,m,l}, {k,l,i,n, m}, 


{Imnk}|}, {{nill}; {4m k,2,n}, {m, nl, E,1}, 
{n, 2, m, L, k}; 
(G|&1) | 
mit den Punkten {| kim fe {| lim Re | {a, k, Îk, mm; n}, {a, {E k, m,; n}, 


wobei [9, k, 1, m, n] gerade ist. 


Realisierung: Pentagondodekaeder Sterneckiges Zwôlfflach. 


5. Die unter 4 gewonnenen topologischen Konfigurationen sind kom- 
plektische Überlagerungsflächen von nicht orientierbaren komplektischen 
Flächen, und zwar ist 41 Überlagerung der Zerlegung der projektiven 
Ebene in sechs Fünfecke (vgl. S. 57). Diese selbe Konfiguration kann 
man auch aus der Ergänzungsfigur der Desargues-Konfiguration erhalten. 
Diese Ergänzungsfigur (vel. Kap. Il, $ 4, S. 103) besteht aus den 10 Punkten 
und 15 topologischen Strecken, die je zwei Punkte {+4}, {lm} ohne 
gemeinsamen Index verbinden. Die Ergänzungsfgur ist ein regulärer 
Streckenkomplex vom Grad 3 (vgl. S. 42). Eïn Polygon auf der Er- 
gänzungsfigur hat mindestens fünf Strecken und zwar gibt es zwolf 
Füntecke, z. B.: {24,, {36}, {14}, {25}, {13} . 

L 2 4 5 
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Die Lücken sind durch die Ziffern bezeichnet, die in den zyklisch 
angrenzenden Punkten nicht vorkommen. Dieser Lückenzyklus ist bis 
auf zyklische und antizyklische Vertauschungen durch das Fünfeck ein- 
deutig bestimmt, definiert dieses aber seinerseits auch wieder eindeutig. 
Mit jeder Strecke sind zwei Fünfecke mit geradem und zwei mit unge- 
radem Lückenzyklus inzident. Fügt man in die sechs geraden (oder die 
ungeraden) Fünfecke der Ergänzungsfigur je eine Zelle ein, so erhält 
man eine topologische Konfiguration, nämlich die komplektische Fläche 

(di 01, 6:20, 0) = NI0Mb A0 1, D) 
Aufgaben: 

1. Sind À,, À, À, die Pole von b,, b,, b, hinsichtlich eines Kegel- 
schnittes und {b; b3} = By, so ist À,, À,, À, zu B;, B,, B; 
perspektiv. 

2, Sind 4;, 4, 4: BD, bseaC 00,1 Cr DAArwWelSE DERDEEUTS 
und liegen die drei Zentren der Perspektive auf einer Geraden, so 
gehen die drei Achsen der Perspektive durch einen Punkt. — 
Beschreibung der hierdurch entstehenden Konfiguration. 

3. Die Desargues-Konfiguration besitzt keine Inzidenztafel, die gleich- 
zeitig zu beiden Diagonalen symmetrisch ist. [Besonders schône 
Inzidenztafeln ergeben sich aus den Zehnecken S. 147.] 

4. Ist die Desargues-Konfiguration die einzige 10, 
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Die Desargues-Konfiguration kann in folgender Weise verallgemeinert 
werden: 

N Punkte eines Raumes von » Dimensionen, von denen niemals mehr 
als n in derselben (Hyper-) Ebene liegen, 

U}, {2}, ..., {N} (1) 

werden durch 

() (Hyper-) Ebenen der Dimension n — 1 LA RONTA (3”) 

ñ 

und durch 
( N ) ” » ” » M 2 LA k: DCE] Le (2°) 

n—1 
miteinander verbunden; die so entstandene Figur wird mit einer (zwei- 
dimensionalen) Ebene #, die mit keiner der Hyperebenen (3’) oder (2°) 
inzident ist, geschnitten, Dadurch entsteht eine Konfiguration: die 
polyedrale Konfiguration 


Hip] bE) ae AA 


ne: N-n+1 
von Punkten NÉE Lans (5’) 
und (Geraden rem) (4) 
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und zwar sind (4) und (5’) dann und nur dann inzident, wenn sämtliche 
k, unter den à, vorkommen. Die Desargues-Konfiguration ist also die 
polyedrale Konfiguration pos 

Hat man nun umgekehrt eine Konfiguration der (4) und (5’) mit der 
angegebenen Inzidenzbedingung, so kann man durch vollständige Induktion 
beweisen, da diese Konfiguration eine polyedrale ist. 

Ist nämlich N — n, so handelt es sich um x Punkte auf einer Geraden. 
Durch diese lege man eine (n — 1)-dimensionale Hyperebene (3) und 
in (3) durch die x Punkte (5’) je eine (n — 2)-dimensionale Hyper- 
ebene (2’), so dal niemals drei einem Büschel angehôren. Je n — 1 von 
diesen Hyperebenen haben einen gemeinsamen Index » und schneiden 
sich in einem Punkte {y} Diese nr Punkte erzeugen dann als Punkte 
(1°) die gegebene polyedrale Konfiguration. Es sei nun die Behauptung 
für N <n+m erwiesen; um sie für N — n + m zu beweisen, fasse man 
die Elemente zusammen, die ohne den Index W geschrieben werden. 
Diese bilden eine Konfiguration 1#%_,, (nach der Voraussetzung des 
Induktionsschlusses); man kann sie daher mit Hilfe geeignet gewählter 


Punkte {1}, ..., {N — 1} erzeugen. Die n Hyperebenen, die 
NE a, ul, (12... (n—1)N;, 

bzw. {2}, ..., {n—1}, {fn}, {2 ...(n—1)n N} 

bzw. {n}, {1}, , {n—2}, {n1 (n — 2) N} 


verbinden, schneiden sich in einem Punkte {N}. Es ist jetzt noch zu 
zeigen, dal die von den Punkten {1} bis {N} erzeugte polyedrale Konfi- 
guration mit der gegebenen übereinstimmt. Diese Übereinstimmung 
besteht hinsichtlich aller Konfigurationspunkte, die ohne N geschrieben 
sind und derer, die zwar mit N aber ohne Ziffern u geschrieben werden 
(n<u<N). Besteht nun die Übereinstimmung hinsichtlich aller Punkte, 
die mit hôchstens e — 1 Ziffern u geschrieben sind, so besteht sie auch 
hinsichtlich der Geraden die mit N und mit e Ziffern uw geschrieben 
sind; denn diese sind Verbindungslinien eines ohne N und eines mit N 
und nur e— 1 Ziffern u geschriebenen Punktes; weiterhin aber auch 
hinsichtlich aller Punkte die mit e Ziffern uw geschrieben sind, da diese 
Punkte Schnittpunkte von solchen Geraden sind. Also besteht die Über- 
einstimmung für alle Elemente. Der Beweis hat aber aulerdem ergeben, 
daf die Auswahl der Punkte {1}, ..., {N —1} nur von den Konfi- 
gurationselementen abhängt, die ohne N geschrieben sind. Also: 


Satz 3. ,Ale Konfigurationen (4), (5') sind polyedrale Konfigurationen 1% 
Die Gesamtheit aller Un, welche die Teilkonfguration I{ÿ_,, gemeinsam 
haben, die durch Weglassung der mit N geschriebenen Elemente besteht, kann 
erzeugt werden mit Hilfe geeignet gewählter, fester Punkite {1}, ..., {N — 1} 
und eines variabeln Punktes {NY}. 
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Wählt man also die Punkte (1‘) in einem (# + g)-dimensionalen Raum, 
schneidet die (Hyper-) Ebenen (2), (3) mit einer (q + 2) dimensionalen 
Hyperebene und projiziert die so gewonnene Punkt-Geraden-Konfiguration 
vom (q + 2)-dimensionalen Raum auf die (zweidimensionale) Ebene, so 
ist diese Konfiguration wieder eine polyedrale Konfiguration 27%, 


Alle Permutationen der Ziffern (1’) liefern Automorphismen der Z1, 
und zwar N! verschiedene, Hat man andererseits einen beliebigen 
Automorphismus, so mul die Gesamtheit der Punkte (5), die (n — 2) feste 
Indizes gemeinsam haben, wieder in eine solche Gesamtheit übergehen; 
denn diese Gesamtheiten sind dadurch definiert, dal sie je N —n+2 
Punkte enthalten, die paarweise durch lauter verschiedene Konfigurations- 
gerade verbunden sind. Es bilden diese Gesamtheiten und die einzelnen 
Punkte der 1}, zusammen eine 14%). Zu jedem Automorphismus von 
1%, gehôrt daher ein Automorphismus von /1*4,. Da ferner verschiedene 
Automorphismen von Z1,%, auch verschiedene Vertauschungen der Punkte 
(5’) erzeugen und diese (5’) genau die Geraden der zugeordneten y 
sind, so müssen die Ordnungen der Automorphismengruppen von 
y nr -.., Hi eine nichtabnehmende Folge bilden. Die Gruppe 
von (y, ist aber zu @y (l)-isomorph. Also: 


Satz 4. Die Konfgurationsgruppe von ILY, ist (1)-isomorph zu Sn" 


Aus den Z1,%, erhält man durch Polarität hinsichtlich eines Kegel- 
schnitts die Konfigurationen 


PY%, bestehend aus den Punkten {1,...2,} und den Geraden (4, ...k,_;) 


und umgekehrt entstehen die Z1%, polar aus den PX%,. Projiziert:) man 
PY, aus einer (7 — 3)-dimensionalen Hyperebene, so erhält man in diesem 
Bündel (das Zentrum des Bündels ist hier ein Raum von n — 3 Dimen- 
sionen) das Gebilde, das im #-dimensionalen Raum zu Z1%, dual ist. 
Dieses ist also nach dem zu Satz 3 dualen Satze die Projektion des 
Schnittsystems von je drei und je zwei (7 — 1)-dimensionalen (Hyper-) 
Ebenen eines (Hyper-) N-Flachs im Raum von » Dimensionen. Daraus 
ergibt sich ein Satz, der hier der Bequemlichkeit halber nur für n — 3 
ausgesprochen wird, und später Anwendung findet. 


Satz 5. ,Die Konfigurationen PY, von Punkten {ik} und Geraden (1m) 
kônnen dadurch erzeugt werden, daB man die Schnittñqur eines vollständigen 
räumlichen N-Fluchs aus einem beliebigen Punkte P auf die Zeichenebene 
projiziert.  Hülk man die N — 1 ersten Ebenen des N-Flachs fest und ver- 
ändert die letzte, so entstehen sämtliche PX, welche die ohne die Ziffer N 
geschriebene Teilkonfiquration PY%_,, gemeinsam haben.“ 


1) Dem ebenen Feld ist im #-dimensionalen Raum ein Bündel mit (n — 3)-dimensionalem 
Zentrum dual; den Punkten und Geraden des ebenen Feldes entsprechen dual die (n — 1)- 
und (n — 2)-dimensionalen Hyperebenen dieses Bündels, 
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Aus den ZJ,%, kann man durch Weglassen geeignet gewählter Punkte 
und Geraden andere Konfigurationen herstellen, Hierzu nur folgendes 
Beispiel: Z1 ist eine Konfiguration 21,, 35,. Durch Weglassen von 
sieben Geraden soll daraus eine Konfiguration 21,, 28, entstehen. Diese 
sieben Geraden müssen aber durch die 21 Punkte insgesamt je einmal 
hindurchgehen. D.h. in den sieben Zifferntripeln, die zu diesen Geraden 
gehôren, mul jedes Ziffernpaar genau einmal, jede Ziffer also genau drei- 
mal auftreten, Nennt man jetzt die Beziehung zwischen einem Tripel 
und den drei in ihm vorkommenden Ziffern ,Inzidenz“, so sind die 
Forderungen, die an das gesuchte System gestellt werden, genau die- 
selben, die man an eine schematische Punkt-Geraden-Konfiguration 7; 
stellen muB. Diese schematischen 7, sind in Kap. IIL $ 2 eingehend 
untersucht worden; sie sind alle zueinander (l)-isomorph und besitzen 
eine — dort näher untersuchte — Automorphismengruppe G,,4. Die 
Geradenseptupel gehen durch Vertauschungen der sieben Ziffern aus- 
einander hervor; es gibt also 7!:168 verschiedene Septupel. In A4, 
sind daher 30 verschiedene, aber zueinander (1)-isomorphe Konfigurationen 
enthalten, und ihre Gruppe enthält einen bekannten Teiler von der Ord- 
nung 168. Enthält die Konfigurationsgruppe noch andere Elemente? 
Es wird jetzt gezeigt, daB jeder Automorphismus sich als Permutation 
der ursprünglichen sieben Ziffern darstellen 1läkt, und damit ist dann 
bewiesen, da die Konfigurationsgruppe genau aus den Permutationen 
der sieben Ziffern besteht, welche das weggelassene Geradenseptupel 
invariant lassen, daB sie also mit der bekannten Gruppe G,,, übereinstimmt. 

Ohne Einschränkung der Allgemeinheit kann man annehmen, daB die 
sieben Geraden (124), (235), (346), (457), (561), (672), (713) aus 11%, ent- 
fernt wurden. Dieses Schema geht durch zyklische Vertauschung der 
sieben Ziffern in sich selbst über, Die mit der Ziffer 1 geschriebenen 
Punkte der 21,, 28, bilden dann ein Schema folgender Art: 


15 


Abb. 41. 


Es sind das die Ecken und Kanten eines Oktaeders. Durch zyklische 
Vertauschung der Indizes erhält man sechs weitere solche ,,Oktaeder“, 
die dann zur Ziffer 2 bzw. ... ? gehôüren. Auf allen diesen Oktaedern 
gehôren die Kanten zu zwôlf verschiedenen Geraden. Auf allen anderen 
Oktaedern muB es mindestens zwei Punkte geben, die insgesamt vier 
verschiedene Indizes haben. Es kônnen das aber nur unverbundene 
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Punkte, d. h. gegenüberliegende Ecken des Oktaeders sein. Sind diese 
Ecken 


{ik}, {mm}, 
so müssen die vier anderen (weil mit beiden verbunden) sein: 
{il}, {km}, {im}, {ll}. 
Die Kanten liegen dann zu je dreien auf den Geraden 
(ikl), (iim), (ikm), (klm). 


Die sieben ersten Oktaeder kônnen also durch Automorphismen nur 
ineinander übergehen. Da jeder Punkt zu zwei Oktaedern der ersten 
Art gehôrt, bestimmen die Vertauschungen der Oktaeder eindeutig die 
Automorphismen; zu jeder Permutation der Oktaeder gehôrt aber ein- 
deutig eine Permutation der sieben Ziffern. Die Gruppe der betrachteten 
Konfiguration 21,, 28, stimmt also mit der bekannten Konfigurations- 
gruppe von 7, überein. 


S 4 Elementargeometrische Erzeugungen der IX, und P%, 


Sind CIE ENS (1) 


Punkte einer Euklidischen Ebene, (ik) ihre Symmetrielinien, so schneiden 
sich diese im allgemeinen zu dreien in {:kl} den Schwerpunkten von 
je dreien. Diese Symmetrielinien und Schwerpunkte bilden eine PY; 
doch kônnen hier auch Ausartungen eintreten (z. B. mehrere Symmetrie- 
linien zusammenfallen). Entsprechende Verhältnisse treten auf, wenn man 
den Punkten (1) Massen zuteilt, oder wenn die (1) Kreise, die (2k) 
Potenzlinien, die {à k1} Potenzpunkte bedeuten. Bezeichnet man in diesem 
letzgenannten Falle mit [47] den gemeinsamen Orthogonalkreis von 
{2}, {&}, {1} (sein Mittelpunkt ist {5 1}), so gehôren die n — 2 Kreise [ik] 
zu demselben Kreisbüschel [ik]. Man erhält so eine Konfiguration von 
Kreisen und Kreisbüscheln, die zu einer polyedralen Konfiguration 
(1)-isomorph ist, 

Man kann solche polyedrale Konfigurationen auch mit Hilfe der 
Abnlichkeitspunkte von » Kreisen der Ebene konstruieren. Hierbei 
tritt eine kleine Schwierigkeit auf, da zu zwei Kreisen zwei Âhnlichkeits- 
punkte gehôren. Man kann sich dadurch helfen, da$f man den Kreis- 
radien Vorzeichen erteilt und dadurch den Âhnlichkeitspunkt zu einer 
eindeutigen Funktion eines Paares von Kreisen macht, Die Darstellung 
wird besonders durchsichtig, wenn man sich der komplexen Zahlen be- 
dient. Man verwendet diese Methode oft mit Vorteil bei der Behandlung 
elementargeometrischer Kreisaufgaben, 
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[Exkurs über elementargeometrische Verwendung 
komplexer Zahlen. 


Der Punkt, der in einem fest gewählten rechtwinkligen Koordinaten- 
System die Koordinaten (a, b) hat, wird durch 


a—@+ba 


darg'estellt, Den Punkten der von 0 nach & führenden Geraden kommen 
dann die Werte ka zu, wobei k alle reellen Zahlen durchläuft, Ver- 
schiebt man die Ebene zu sich selbst parallel, so daB 0 in «, übergeht, 
so muk allen Zahlen die Konstante &, hinzuaddiert werden, Es geht 
dann £a in Æa—+a, über. In dieser Form kann man jede Gerade dar- 
stellen. Die Gerade, die «, und «, verbindet, wird dementsprechend durch 
7 
a + k(a, — a;) oder a; ee - + . = 


dafür, daR a«,,a.,a; auf einer Geraden liegen, läft sich also schreiben: 


dargestellt. Die Bedingung 


Ma E1 + Mo Lo + Ma Ag = 0 
Mi + Ma Ms —=0., 


Sind und w die Polarkoordinaten von &, so kann man auch « — v.eï” 
schreiben. Für unsere Zwecke ist es nicht nôtig, diesen Ausdruck als Ex- 
pouentialfunktion mit imaginärer Variabeln aufzufassen; es genügt, ei” als 
kurze Bezeichnung für cos w + % sin w zu betrachten, Aus dem Additions- 
theorem von sinus und cosinus folgt dann, daf (v, e"1t) (u, e"2t) — y, v, e (+, 
ist. Bei festem v und variabelm w stellt vei” den Kreis um 0 mit dem 
Radius v dar und entsprechend « +veï” den Kreis um « mit #. Man 
kann denselben Kreis auch mit æ + (—v)eï® bezeichnen; nur sind jetzt 
die Punkte auf dem Kreise anders angeordnet. Die zyklische Reïhen- 
folge ist zwar dieselbe geblieben; es hat aber eine Drehung um x statt- 
gefunden. Das ist wesentlich, wenn man auf allen Kreisen die Punkte 
mit dem gleichen Parameterwert w einander zuordnet. Unterscheidet 
man also zwischen den Kreisen mit positivem und mit negativem Radius 
(je zwei Kreise haben dann denselben elementargeometrischen 
Träger), so sind jetzt auf Kreisen mit gleichem Vorzeichen der Radien 
die Endpunkte paralleler gleichgerichteter Radien einander zugeordnet, 
dagegen sind es auf Kreisen mit entgegengesetzten Vorzeichen der 
Radien die Endpunkte paralleler entgegengesetzter Radien. Auch Kreise 
mit dem Radius O0 sollen zugelassen werden; diese fallen jeweils mit 
ihbrem Mittelpunkt zusammen. } 


Verbindet man entsprechende Punkte zweier Kreise a, +w, et, a, +, ei 
(wobei jetzt v, und vw, bestimmte Vorzeichen haben), so ist die Ver- 
bindungslinie durch die reellen Parameter #,, m, darstellbar in der Form 


(Ma 1 + Ma Ga) ? (Ma + Ma) ++ [(Ma Va + Ma Va) ? (MA + Mu)] seiv, 
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Ist v, — %, so sind die Geraden alle parallell. Für v, + gehen sie alle 
durch einen Punkt, den man erhält für die Parameterwerte m3 = V2, Ma = — Vie 
Es ist das der 


œ °c 
DAV 


Âhnlichkeitspunkt Pi: — : (Do — Vi). 


Der Âhnlichkeitspunkt ist jetzt also eindeutig festgelegt und zwar 
stimmt er mit dem sogenannten äuBeren oder inneren überein, je 
nachdem die Radien der Kreise gleiche oder verschiedene Vorzeichen haben. 


Zwischen den drei Âhnlichkeitspunkten dreier Kreise besteht dann die 
Beziehung': 


C1 Co C3 
Bio Va (ve — V1) + Pas V1 (V3 — Va) + Bar Va (Vi — V3) = | Va Ve V3 | = 0 
V1 Vo V (13) 
1 Vo Us 
Us (Vo — V1) + Va (Vs — Ve) + Va (V1 — V3) = 0. 


Es liegen also Bo, fs, Pa auf einer Geraden (123). 

Die Gesamtheit der B;; und (ik1) von N Kreiïsen bildet eine Konfiguration 
I, die aber auch ausarten kann, Dieser Fall tritt zum Beispiel auf, wenn 
K'—=ao tuer, Ki—a —ve", K—a tuer, Ki — a, —vevnist. 

Es ist dann Bin — C;, Baron — 9, 


ire = Baron = 


10, 
Vs Va 


(021 Œo 
mn ue. 


. (Ve CE Ua), Pier _— Pire = 


: (Ve + 1) 


und diese vier Punkte (harmonische Punkte) liegen auf einer Geraden, 


Wählt man nun 2m derartige Kreise mit im ganzen m» verschiedenen 
elementargeometrischen Trägern 


Kÿ= 0, ve, Ke or CEA Un) 


und läfit die Punkte f,;,, (— a,) sowie die Geraden (# #1) = (k' k”l”) weg, 
so treten alle Punkte und Geraden doppelt auf. Man erhält so eine 


9 


Konfiguration [on (m — Dr (m — 1) (m — 2) |. Diese enthaält 2-1 


Konfigurationen J1,, die erzeugt werden von den Âbnlichkeitspunkten der 
Kreise K°, ..., Km, wobei u, bedeutet’ oder ”. Die gleichzeitige Um- 
kehrung sämtlicher oberen Indizes ändert dabei die Konfiguraton A nicht. 
Die m» (m — 1) Punkte sind die sämtlichen Âhnlichkeitspunkte im elementar- 
geometrischen Sinne. Haben die Radien dreier Kreise dasselbe Vorzeichen, 
so liegen auf der zugehôürigen Âhnlichkeitsgeraden drei äufere À hnlich- 
keitspunkte, sonst ein äuBerer und zwei innere. 


Die duale Konfiguration erhält man aus den In- und Ankreisen der 
von m»m Geraden gebildeten Dreiecke. 
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Zwei Geraden bestimmen nämlich in der Euklidischen Ebene zwei 
Paare von Scheitelwinkeln und daher zwei Winkelhalbierende, Zwei g'e- 
richtete Geraden bestimmen aber nur ein Paar von Scheitelwinkeln und 
daher genau eine Winkelhalbierende. Die Winkelhalbierenden (ab), (bc), (ca) 
der gerichteten Geraden à, b, c schneiden sich in einem Punkte {ab c}, 
der — unter Berücksichtigung der Vorzeichen — von den drei Geraden 
denselben Abstand hat. Durch N gerichtete Geraden wird im allge- 
meinen eine Konfiguration PM erzeugt. Hat man speziell 2m gerichtete 
Geraden a, ..., am, 4/,..., 4m, wobei sich a; und a! nur durch die 
Orientierung unterscheiden, so bilden die Geraden (a! ak*) und Punkte 
{ai* ag aj!} (à, k, l verschieden) eine Konfiguration, die zu der Konfigura- 
tion der äuBeren und inneren Ahnlichkeitspunkte dual ist Auch in 
diesen Fällen kônnen Ausartungen eintreten. 


S 5. Anwendung der polyedralen Konfigurationen auf die Kinematik. 


Die im vorigen Paragraphen genannte Konfiguration aus Schwerpunkten 
und Symmetrielinien hat schon einen Ausblick auf Zusammenhänge zwischen 
polyedralen Konfigurationen und den Besgriffsbildungen er Mechanik 
ergeben. Diese Zusammenhänge erstrecken sich aber nicht nur auf die 
»Geometrie der Massen“; sie greifen auch in die Kinematik und Statik über. 


£ Exkurs über Kinematik. Die Grundbegriffe der Kinematik 
werden hier soweit entwickelt, wie sie im folgenden gebraucht werden. 

Eine Ebene werde starr in sich selbst bewegt und zwar ohne Umwendung.. 
(Der analytische Ausdruck für eine solche Bewegung ist eine orthogonale 
Transformation der rechtwinkligen Koordinaten mit der Determinante + 1.) 
Der Punkt À (Originalpunkt) gehe durch die Bewegung in 4’ 
(Bildpunkt) und die Strecke À 4’ in eine kongruente Strecke 4° 4” 
über. Hierdurch ist die Bewegung eindeutig!) bestimmt. Liegen À, 4’, 4” 
auf einer Geraden, so ist die Bewegung eine Verschiebung um den 


Vektor AÂ': die Mittelsenkrechten aller Strecken: Originalpunkt — Bild- 
punkt bilden dann ein Büschel paralleler Geraden. Bilden aber À, 4’, A” 
ein Dreieck, so schneiden sich die Mittelsenkrechten von A/oud 420 
in O0. Die Dreiecke AO À’ und 4’ O 4” sind kongruent und gehen durch 
die Bewegung ineinander über. Also bleibt O fest; die Bewegung ist 
also eine Drehung um den Fixpunkt © mit dem Drehwinkel X AO 4"=2%w. 
Die Mittelsenkrechten aller Strecken: Originalpunkt — Bildpunkt sind 
das Strahlenbüschel mit dem Zentrum O. Zur Darstellung dieser Drehung 
werden wieder, wie in $ 4, die komplexen Zahlen benützt. 


1) Auler im Falle AA 
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Die Punkte À, B, ..., X, .. und ihre Bildpunkte À’, B”, ...; X°, 
seien dargestellt durch die komplexen Zahlen 


HD STATE bzw. d'NDIRAITES 


Gegeben sei die Bewegung durch den Verschiebungsvektor des Punktes À 
a (4) = & — a und den Drehwinkel 2 w. Der Mittelpunkt von À 4’ 


ist dann & + _ (4), und es wird der Fixpunkt O dargestellt durch die Zahl 
y= a+ ga(4)(1 + écotg w). (14) 


Ein beliebiger Punkt B und sein Bildpunkt B” hängen dann zusammen 
durch die Gleichung 


B—y=(B8—7)e"; hieraus folgt 
a(B)=8—8=(8— 7)(e"*— 1), 


woraus nach (14) mit elementaren trigonometrischen Formeln sich ergibt: 
a(B) =[(28—2a—a(À))tsin w + a (4) cos w] ei”. (15) 


Setzt man in (15) w—0, so wird a(B)—a(À), die Verschiebung also 
in der ganzen Ebene konstant. In der Form (15) sind daher sämtliche 
Bewegungen der Ebene in sich selbst darstellbar. Ist speziell a (4) — 0, 
so ist À ein Fixpunkt und die Bewegung ist eine Drehung um À, falls 
w + 0, oder sie ist die ,Ruhe‘“, wenn nämlich w— 0 ist. Sieht man von 
dem Falle der Ruhe ab, so gehôrt zu jeder Bewegung ein Strahlenbüschel, 
nämlich das Büschel der Mittelsenkrechten der Verschiebungsvektoren. 
Das Büschel ist also zu den Verschiebungsvektoren orthogonal, Hat 
das Büschel ein Zentrum (Fixpunkt), so ist der Betrag der Verschiebung 
eines Punktes proportional zu seinem Abstand vom Zentrum. Ist aber 
das Büschel ein Parallelenbüschel, so sind die Verschiebungen für alle 
Punkte konstant. 
In der Kinematik betrachtet man nun die Bewegung'en als Funktionen 
der Zeit MESA 
der Verschiebungsvektor — a (À,t), 
der Drehwinkel — 2 w (f), 
der Fixpunkt — y (f). 


t — 0 entspricht der ursprünglichen Lage, also 
0 (4 0) = 0, (0) = 0; (16) 


Es erscheint nun sehr plausibel, dafi, wenn man geeignete Voraus- 
setzungen über die zeitliche Stetigkeit der Bewegung macht, die Quotienten 
von Verschiebungsvektoren und Zeit gegen einen bestimmten Grenz- 
wert, die Geschwindigkeit, konvergieren, gleichzeitig die Strahlenbüschel 
der Mittelsenkrechten gegen ein Strahlenbüschel, das zu den Geschwindig- 
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keiten orthogonal ist, und daR die Geschwindigkeiten zum Abstand des 
betrefflenden Punktes vom Zentrum des Büschels ihrem Betrage nach 
proportional, oder — wenn kein Zentrum existiert — alle konstant sind. 
Das wird jetzt unter bestimmten Voraussetzungen bewiesen. 

Es wird bezeichnet (wenn diese Ableitung existiertl) 


L [a (A Dhs = v (X) (7) 


und vorausgesetzt, daË es einen Punkt À gibt, für den b (A) existiert, 
ferner, da für { — 0 existiert: 


2 _ (w (t)) = 2 w, (reell, Winkelgeschwindigkeit). (18) 


Dann kann man (15) an der Stelle { — 0 nach t differenzieren und erhält 
d(B) =[(8 — a) 2 uw, + v(4)]. (19) 
Im Falle w, — 0 ergibt sich b(B) — (4). 
Im Falle w, + 0: 
Lim y(t) = « +iv(4):(2 w,) = ». (20) 
t—>0 
Die Geschwindigkeit ist also entweder konstant, oder die Fixpunkte 


haben einen Grenzpunkt, den Pol 7,. 
Nun ist in diesem Falle 


— ? 


2 W, 


= (3 «2 ia +04] = — iv (B):2 0: 


— Yo 


wegen (20) ist also 
b(B) = 2 (8 — yo). (21) 


So erhalt man den 


Satz 6. ,Ewistiert für t — 0 die Winkelgeschwindigkeit (18) und für müindestens 
einen Punkt A der Ebene die Geschwindigkeit db (A), so existiert für jeden 
Punkt B der Ebene eine Geschwindigkeit bd (B). Diese ist entweder in der 
ganzen Ebene konstant, oder es gibt einen Pol.  Dann steht b(B) auf der 
vom Pol nach B führenden Geraden senkrecht und ist dem Betrage nach 
dem Abstand vom Pol proportional (Proportionalitätsfaktor — 2 w,)." 


In #4-1a(X,t) lasse man unabhängig voneinander X gegen B und { 
gegen 0 konvergieren, dann ergibt sich aus (15), (16), (18), (19) 


Limt-1a(X,t) = Limt-ta(B,t) + Lim (Ëë — 8) 24 sinw(t) ef”t.5-1 
(nr Œ) A0) 


t— 0 


LD Sci 
= D (B) + 24 Lim (£ — 8). Lim (sin w (4) ef”@). 5-1) 
ES t— 0 
moe 0 (P) (22) 
ee 
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Daraus wird eine Folgerung für die Zusammensetzung der Geschwindig- 
keiten gezogen. Es soll jetzt nicht mehr zwischen der ruhenden und der 
bewegten Ebene unterschieden werden, sondern zwischen drei Ne 
zuständen der Ebene, die den Voraussetzungen von Satz 6 genügen!), 

ihren relativen Geschwindigkeiten. 
Dons Lagen der Ebene zurZeit{ werden bezeichnet mit E (6), E, (#), 2 (é), 
und die Punkte sind so aufeinander bezogen, daB zur Zeit t —0 ent- 
sprechende Punkte in allen drei Systemen zur Deckung kommen. Die 
Vektoren der Relativbewegungen seien @,:(4,t), üo,2 (At), 3,2 (A; t). 
Die Geschwindigkeiten für & — 0 seien bd, (4), bio (A), Dis (4). 
Entspricht dem Punkt À in Æ,(t) der Punkt À, in Z,({), so ist 


o,2 (4,t) tt (4, t) a ,2 (4, t). 
Dividiert man durch { und geht zur Grenze über: 


Do,2 (4) = Vo (4) ce . A, (4;; t) 
1 —> 
AN A 


wendet man (22) auf die Bewegung von E, gegen £, an, so erhält man 
das bekannte Additionstheorem der Geschwindigkeiten 


Do, (4) — Do,1 (4) + 1,2 (4).] (23) 


Diese Überlegungen führen zu einer Anwendung der polyedralen 
Konfigurationen. 


{0 1}, {02}, {12} seien die Pole der Relativbewegungen von £,, E,, E,. 


Es ist also b,,2 ({1 2}) — 0, nach (23) ist also d,, ({1 2}) = vd: ({1 2}. 

Der Punkt {12} im System #, hat daher zu Æ, und Æ, dieselbe Relativ- 
geschwindigkeit und mithin auch dieselbe Normale; auf ihr müssen {0 1} 
und {02} liegen. Also: 


Satz 7%. ,,{01}, {02}, {12} liegen stets auf einer Geraden (0 1 2).4 (24) 


N Systeme, deren relative Bewegungen Pole besitzen, erzeugen daher 
eine Z(. 

Man kann sich zwei relativ gegeneinander bewegliche, ebene Systeme 
als zwei auf einer Ebene bewegliche Kettenglieder vorstellen. Ihr Gelenk- 
punkt À gehôrt dann beiden Systemen an und hat in beiden Systemen 
dieselbe Geschwindigkeit. Nach (23) ist dann V:,2 (À) = 0, also À der Pol 
der relativen Bewegung. Andererseits wird jeder Geschwindigkeitszustand 
der beiden Kettenglieder für mechanisch môglich erachtet, in dem der 
Gelenkpunkt, als gemeinsamer Punkt beider Glieder, dieselbe Geschwindig-- 
keit hat, also Pol der relativen Bewegung ist. 


7) Es ist hinreichend, wenn man diese Einschränkung für zwei Relativbewegungen macht ; 
für die dritte ergibt sie sich dann aus (23). 
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Liegt nun ein System von »# ebenen Kettengliedern vor, die eine 
einfache geschlossene Kette bilden, so hat man die m Pole 


RSR RTR I ter Ur k+1}, ..., {m—1m}, {m1} 
und damit die »m Geraden 
293), (84, …, (&—1kE+HI), .…, (m—1m I), (m 12 


Damit ist je ein geometrischer Ort für die Pole {&—1 k+1} gegeben. 
Im besonderen Falle » — 4 (Gelenkviereck) sind die Pole der Systeme 
[1] bis [4] also die Relativpole, alle bestimmt; denn 


{13} ist Schnittpunkt von ( 
{24} , » na 


Kennt man den Pol {01} der absoluten Bewegung des Ketten- 
gliedes [7], so ist damit (0 1 2), also ein geometrischer Ort für {0 2} 
bestimmt. Kennt man ferner {0 2}, so sind im Spezialfalle m = 4 alle 
Pole!) bestimmt; denn man kennt 


(013) und (014), 
sowie (0 2 3) » (024 


123) und (341). 
234 


2 
EN EE): 


und daher die Schnittpunkte 
{03} und {0 4. 


DaB diese beiden Punkte auf einer durch {3 4} gehenden Geraden 
(0 3 4) liegen, wenn man {0 1} beliebig und {0 2} auf (0 1 2) annimmt, 
folgt aus dem Satze von Desargues. 

Um die Betrachtung von Sonderfällen zu vermeiden, wird angenommen, 
daB die m Geraden (&— 1 % k+1) alle voneinander verschieden sind, 
und daB jeweils die Geschwindigkeit von {k k + 1} nicht senkrecht auf 
(&—1 & k+1) oder auf (4 k+1 k+2) steht. Dreht man diesen 


Geschwindigkeitsvektor um den Winkel © um den Punkt {£, &-E1, 
so fällt er in die Normale der Bahnkurve von {Æ k+1}, und sein End- 


bezeichnet. 


, ê 0 | 
punkt wird mit be 


0 
Es liegen also {k k+1}, Pen {0 k} auf einer Geraden 
() 
und ebenso {k — 1 k}, a {0 k} » mn 5 


1) Ausgenommen im Falle, daf Ausartungen eintreten, 7. B. die vier Gelenkpunkte auf einer 
Geraden liegen, oder {0 1}, {0 2}, {12} zusammenfallen. Die Betrachtung der Ausartungen 
wird in diesem und dem folgenden Paragraphen dem Leser überlassen. 


ne 
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Ist ferner W° die Winkelgeschwindigkeit des Kettengliedes [kK], so ist 


Er) OH =W  ETI 0 


an ra Ok=W 14 {0 


also É al ë l parallel zu {k—1 k} {k k+1}. 


k k+1 
a ee font En 6 
Das m-Eck en er b JS LL CU ; ss) 1 ( ) 
ist also zu dem Kettenpolygon 
TION COR Se RES Le Rire 1} (25°) 


parallel. Durch den Bewegungszustand von (25’) wird (bei gegebener 
Längeneinheit für die Geschwindigkeitsvektoren) das m-Eck (25) ein- 
deutig bestimmt. Umgekebhrt liefert jedes zum Kettenpolygon parallele 


PE _ ch die um den Winkel 2 
gedreht als Momentangeschwindigkeiten der Gelenkpunkte bei einer zu- 
lässigen Bewegung von (25) angesprochen werden kônnen. Zu diesen 
Geschwindigkeiten gehôren nämlich Drehungen der Kettenglieder, für 
welche die Gelenkpunkte Relativpole sind. Um ein solches m-Eck (25) 
zu konstruieren, kann man von m — 1 Gelenkpunkten die Normalen will- 
kürlich vorschreiben (mit der Einschränkung, da sie von den Geraden 
(v—1 » +1) verschieden sein sollen); dann sind aber auch die Ge- 
schwindigkeiten der Gelenkpunkte und somit alle Geschwindigkeiten 
bis auf einen gemeinsamen Faktor') vollständig bestimmt. 

Hat man also eine polyedrale Konfiguration Z1°,,,, mit den Punkten 
{i k} und den Geraden (i k l), wobei à, k, 1 = 0,1, ..., m ist und nimmt 


0 
auf (0 k k+1) den Punkt Lrirr 


m-Eck (25) m Vektoren {k k+1} 


| beliebig an, so ist das m-Eck (25) 


damit eindeutig bestimmt und die Vektoren {k k+1} e =) be- 


; ; TL s re : 
zeichnen die um à gedrehten Geschwindigkeiten des Relativpoles 


{& k+1} der Systeme [k] und [k+1] bei einer Bewegung, die 
{0 1}, ..., {0m} zu Polen relativ zum ruhenden System [0] hat. Um die 
Geschwindigkeit des Poles {ik} der Systeme [i] und [k] zu erhalten, 


mu man dann (0 à k) mit der Parallelen zu (à k& k+1) durch bi) 


Vi ; : à - 
) Dieser Faktor muB unbestimmt bleiben, da über die Zeiteinheit nichts vorausgesetzt wird, 
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zum Schnitt bringen. Nennt man den Schnittpunkt LE so ist der 
4 " 
Vektor 


0 
. T 
die um = gedrehte Geschwindigkeit von {7 RE 


, 0 
Um die Punkte el zu erhalten, kann man statt der Ecken des 
Kettenpolygons (25’) irgendeine zyklische Folge 


PE AR A Aa ll di (wobeï 1, — 1, 2, ..., m) 
von Polen der Konfiguration 11%,.,, als Gelenkpunkte einer geschlossenen 
Kette annehmen; denn bei der durch die Konfiguration bestimmten 
Bewegung hat {,2%,.,} als Punkt des Systems [»] und als Punkt des 
Systems [v + 1] dieselbe Geschwindigkeit, Es sind also allgemein 


0 f 0 | . , 
ei \g3 parallel zu (2kl); 


mithin liegen 


0 
: 4 Eee nel auf einer zu (à k l) parallelen Geraden ——) (27) 


Ersetzt man also 


: 0 
{à k} durch Le 


\ () 
d ( (. ï 
und (2%) durch FEI 
WODE EL LU 


so entsteht eine zu der ursprünglichen Konfiguration 11°,,,, (1)-isomorphe 
und parallele Konfiguration, die mit dieser die Punkte {01} und die 
Geraden (0  k) gemeinsam hat. 

Die Konstruktion dieser Konfiguration kann mit Hilfe von Parallelen- 
ziehen erfolgen. DaB bei dieser Konstruktion [und zwar bei beliebiger 
Wabhl eines Punktes LE auf (01k)] eine polyedrale Konfiguration heraus- 
kommt, ist hier aus der kinematischen Bedeutung abgeleitet worden. 
Man kann es aber auch rein geometrisch einsehen und zwar folgender- 
mañen: 

Die /1%,,, kann erzeugt werden durch ein räumliches vollständiges 
(m + 1)-Eck: {0}, {1}, ..., {m}, das mit der Ebene Æ zum Schnitt ge- 
bracht wird. Schneidet man das vollständige räumliche (m + 1)-Eck 
mit einer zu Æ parallelen Ebene Æ’ und projiziert die Schnittfigur aus 
{0} nach E, so entsteht eine zur gegebenen parallele Konfiguration, die 
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mit dieser die Punkte {Qi} und die Geraden (Ok) gemeinsam hat. 
Durch geeignete Wahl von Æ’ kann man erreichen, da8 der Schnitt- 
punkt von Æ mit der Geraden {ik} des räumlichen (m + 1)-Ecks nach 
{er von {0} aus projiziert wird. 

ik 

Das ,ruhende“ System [0] ist vor den anderen in keiner Weise 
geometrisch ausgezeichnet. Dreht man also die Vektoren der Ge- 
schwindigkeit der Punkte {à k} relativ zum System [7] jeweils um den 


Winkel à nach {2 k} L 2 (26;) 
so liegen Li | el ee auf einer zu (tk) parallelen 
ik kl li 
; j 
Geraden De (27;) 
Da ferner (D (el _ auf (2jk) liegen 
if Gi Ve ; Si 
bilden die Punkte Es zusammen mit den Geraden (+) und (2kl) eine 
Konfiguration: 
[RE e 2) [eee 77] 
2 m=1 6 s 


Aufgabe, Zu zwei m-gliedrigen geschlossenen Ketten soll dasselbe 
System von Normalen gehôren, Was bedeutet diese Bedingung für die 
stereometrische Erzeugung der beiden zugehôrigen Konfigurationen? 


$ 6. Anwendung der polyedralen Konfigurationen auf die Statik. 


[Hilfsmittel adussderStatisdersebene, 


1. Freie Vektoren a — (a, b) sind gerichtete Strecken, deren Anfangs- 
punkt (x#,7) in der Ebene willkürlich wählbar ist; der Endpunkt ist dann 


(x + a, y+b). Die Richtung und die Längee [a? + by des Vektors sind 
also von der Wahl des willkürlichen Anrfangspunktes unabhängig. 
D — (0, 0) ist der einzige Vektor von der Länge 0. Macht man den 
Endpunkt von a; —(a,,b,) zum Anfangspunkt von & —(a,;,b,), so be- 
stimmen der Anfangspunkt von ü, und der Endpunkt von à, einen Vektor 
Qi + Q — (4; + &, b, + b,) [Addition freier Vektoren]. Entsprechend er- 
hält man aus n freien Vektoren ü,, &, ..., @n — (@,b;), (@, b2), .… (an, 0) 
die Vektorsumme 


Zu (Su Z b;). (28) 
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Aus der geometrischen Definition ergibt sich, daf die Vektorsumme nicht 
von der Wahl des kartesischen Koordinatensystems abhängt. Anderer- 
seits zeigt die analytische Darstellung, dal bei der Addition freier Vektoren 
das kommutative und das assoziative Gesetz gelten. 


2. Linienflüchtige Vektoren. Unterwirft man den Anfangspunkt (x, y) 
des freien Vektors a —(a,b) der Bedingung 


ya—xb+m = O0, (29) 


so entsteht der linienflüchtige Vektor a — (a, b,m). Ist a+ b?> 0, so 
bedeutet (29), daf sich Anfangs- und Endpunkt auf einer (zur Vektor- 
richtung parallelen) Geraden bewegen müssen. Für a? + b?— 0 ist nur 
m —0 môglich; die Gleichung (29) ist dann identisch erfüllt, stellt also 
keine Bedingung mehr dar [Nullvektor 0 — (0, 0, 0)] Wählt man den 
Schnittpunkt (£,») der zu den Vektoren a, = (a,, b,, m,) und à — (a, b, M) 
gehôrigen (eraden als Anfangspunkt dieser Vektoren und addiert nach 
der für freie Vektoren gültigen Regel, so entstebt ein linienflüchtiger 
Vektor a + a — (a, + a, b, +b,,m,+m,). Auch hier gilt offenbar das 
kommutative und das assoziative Gesetz für die Addition. Die Un- 
abhängigkeit vom Koordinatensystem läft sich auch in dem Falle nach- 
weisen, in dem die beiden Geraden, die zu a, und a, gehôren, parallel 
sind, Hier kann der Sonderfall eintreten, daR die Summe der linien- 
flüchtigen Vektoren keinen Vektor, sondern (0, 0,m» +0) ergibt. Für 
die folgenden Anwendungen wird dieser Fall durch geeignete Voraus- 
setzungen ausgeschlossen. 
Ist a, + a — 0, so schreibt man a — —0@:. 


3. Physikalisches Axiom. ,,Xräfte sind linienflüchtige Vektoren; die von n 
Kräften auf einen starren ebenen Kôürper ausgeübte Wirkung ist nur Funktion der 
Summe dieser Kräfte.‘ 

Ist die Summe der auf den starren Kôrper wirkenden Kräfte 
—Dp—(0,0,0) — d.h. gehen die Bewegungen so vor sich, wie wenn 
keine Kräfte wirken würden — so sind die Kräfte im Gleichgewicht. 

Die zu einer Kraft {+0 gehôrige Gerade heift ihre Aktionslinie. 
Sind drei Kräfte im Gleichgewicht, so gehen ihre Aktionslinien durch 
denselben Punkt. ] 


Die Kraîfte 
DO de (30) 


sollen in einer Ebene liegen und sich im Gleichgewicht befinden. Be- 
zeichnet man: 
[P, 91 = Gp + Ann + + gr für p<q LOS EN (31) 
= 09 + Apii ++ümt otages für p>4 und 
[p, pl =, 


so gilt 
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Von diesen Summen (32) wird nun vorausgesetzt, daB sie von D ver- 
schiedene linienflüchtige Vektoren sind, da die &-m (m + 1) zugehôrigen 
Aktionslinien!) 


(p 9) = (q») (33) 


alle verschieden sind und sich (p q) und (qv) jeweils im Endlichen schneiden. 
Es gilt nun 


[Ps Pal + [Pas De] +» [Dai Pal + [Pur Pil = 0. (32) 
Speziell für u = 3: 
[p, 9] + [g, v] + [v, pl = 0. (327) 


Diese drei linienflüchtigen Vektoren befinden sich also im Gleich- 
gewicht, und es schneiden sich die zugehôürigen Aktionslinien in einem 
Punkte 

{(p 9 (av) (vp}} = {pav}. (34) 


Die Geraden (33) und die Punkte (34) bilden also eine polyedrale 
Konfiguration P+. 

Diese Konfiguration wird eindeutig durch die Kräfte (30) in der dort 
gegebenen zyklischen?) Reïhenfolge, oder, was dasselbe ist, durch 


[0 TL, 21 2 Um, 0] (30°) 


bestimmt. Die nämliche Konfiguration gehôrt aber auch zu 


[Po Pi) [D:» Pol, RTE [Dm Pol: (307) 


wenn Ci eine beliebige Permutation von 0, 1,--:,m ist. 


Die entsprechend (31) gebildeten Summen [p;, p,] stimmen nämlich 
mit den Summen in (31) überein; es liefert daher (30”) genau die Aktions- 
linien (33) und die Punkte (34). 

Die gleichfalls im Gleichgewicht befindlichen Kräfte: 


[D Dal loin ppt nl (304) 


erzeugen eine P/,,,, die aus den Punkten (p; px p:) und den Geraden 
(pi px) besteht (4, k, 1<u), also eine Teiïlkonfiguration der von (30) er- 
zeugten Ph; Diese Uberlegung lehrt, wie man zu einer gegebenen 
Pr die Kräfte [p, g] bestimmt. Es gilt nämlich: 


Satz 8. Zu jeder polyedralen Pur it den Geraden (33) und den im end- 
lichen gelegenen Punkten (34), kann man ein System von Kräften (31) be- 
stimmen, das der Bedingung (32) genügt und wobei [p, q] stets ein auf 


1) Man achte auf die Befolgung der Bezeichnungsregeln Kap. I, $ 5, S. 25, 26. 


?) Aufer den zyklischen Vertauschungen ist in (30) auch die Umkebrung der Reïhenfolge 
(antizyklische Vertauschung) zulässig. 
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(p 4) lnienflüchtiger Vektor + 0 ist. Die Konfiguration le ist dann 


; m+1) 

die durch [0, 1], [1, 21, ..., [m —1,m}], [m, 0] erzeugte Konfiguration; 
die Kräfte (31) sind bis auf einen beliebigen gemeinsamen Zahlfaktor (+ 0) 
bestimmt.“ 


Beweis. Der Satz ist für m — 2 offenbar richtig; um ihn also durch 
vollständige Induktion zu beweisen, kann man annehmen, daR auf der 
Teilkonfiguration P°,, der Geraden (p q) und Punkte {p qu}, 0 < p,q,v<m 
die Kräfte [p, q] in der verlangten Weiïse bestimmt sind. Dann zerlege 
man CCR A ER CORTE ES (US à 
derart, daB die beiden Summanden auf 

(m 0) bzw. (0 1) 
liegen. Diese Zerlegung ist eindeutig. Es läft sich jetzt aber leicht 
zeigen, da [0,1], [Z, 21, ..., [m—l,m], [m, 0] eine P},,,, erzeugen 
und diese mit der gegebenen übereinstimmt, Für 0 < p,qg=<m sind nach 
der Voraussetzung des Induktionsschlusses alle [p, g] + 0 und [p, q] [q, v] 
niemals parallel; denn ihre Aktionslinien schneiden sich im endlichen 
Punkte {p qu}. Da sich ferner (0 1) und (1 p) in {0 1 p} schneiden, ist 
[0,1] +[7,p]=—[0;p]+0. Ebensowenig kônnen [0,1], [q, 1] parallel sein. 
(9, 1] + [Z, p]=[p, q1. Dabher sind [0,p], [q, p] nicht parallel. 


Es bestimmen daher die angegebenen m + 1 Kräfte tatsächlich eine 
Piu+» und diese stimmt mit der gegebenen in den Geraden (0 1), (0 m) 
und (p q) für alle 0 < p, q<m überein, ist also mit der gegebenen Kon- 
figuration identisch. Damit ist Satz 8 bewiesen. 

In der Bezeichnungsweise der graphischen Statik ist das Polygon 

(0 1), (0 2), .…, (0 m) (35) 
ein zum System der Kräîfte [1,2], [2,31, ..., [m,1] (36) 
gehôriges Seileck. 


[Bemerkung über graphische Statik. Die Addition von m linien- 


flüchtigen Vektoren — im AnschluB an die Bezeichnungsweise dieses $ 
sollen sie [1, 2], [2, 3], ..., [m, m + 1] genannt werden — erfolgt nach 
der ,Seilecksmethode“, indem man zerlegt [i, à + 1]—[i, 0]+[0,2+1] 
[i—1, ..., ml, wobei [0, 5]=—[i, 01 Diese Zerlegung läft sich 


zeichnerisch in einfacher Weise mit Hilfe des Parallellineals ausführen. 
Die gesuchte Summe ist dann [1,0]+[0,m<+1] Die Aktionslinien der 
[1, 01, ..., [0, m + 1] bilden einen Streckenzug (Seileck), dessen Ecken 
{0 à i+1} jeweils auf den Aktionslinien von [i, +1] liegen. In {0 à i+1} 
besteht also immer Gleichgewicht zwischen [i, à + 1], [0,2], [r + 1, 0]. 
Man kann also das Seileck als Kette von m + 1 Gliedern auffassen, in 
dessen Gelenkpunkten {0 à i+1} die Kräfte [1,2+1] und in dessen 
Gliedern die Spannungen +[0,11 +[0,m+1] wirken. Sind die 
Spannungen alle Zugspannungen, so kann man statt einer Kette mit 
starren Gliedern auch ein Seil zur mechanischen Darstellung benutzen 
(daher ,Seileck“). Sind die gegebenen Kräfte im Gleichgewicht, se 
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wird [0, 1]—[0, m + 1] und das Seileck wird ein geschlossenes Polygon 
von » Seiten. ] 


Ist (35) ein zum System der Kräfte (36) gehôriges Seileck und sind 
+ [0, i] die Spannungen in seinen Seiten, so erzeugen die "”» +1 Kräfte 
[0, 1], [Z,2], ..., [m, 0] eine Konfiguration Pr die aus dem Seileck 
(35) und der von den Kräften (36) erzeugten P?,, besteht. Um also 
die Gesamtheit der zu (36) gehôrigen Seilecke zu erhalten, muB man 
alle P?,,, konstruieren, welche die von (36) erzeugten Pen als Ter 
konfiguration enthalten. Aus Satz 5 ergibt sich dann unmittelbar 
Satz 9. ,Die zu den Kräften (36) gehôrige P},, werde — was nach Satz 5 

stets müglich ist — durch Projektion eines räumlichen m-Flachs M aus dem 
Punkt O erzeugt. Die Gesamtheit aller Seilecke der zyklisch beliebig ge- 
ordneten Kräfte (36) entsteht dann dadurch, daf man aus O0 jeweils die 
Schnittfiqur von M mit einer variablen Ebene E projiziert.“ 


Es gehôre die Ebene E’ zum Seileck (0° 1), (0° 2), ..., (0° m), 
HF" » (OT) CURE ee) 
EW , » (OO) MO) Re (0®) m). 
Dann erzeugt das räumliche &-Flach £, ..., E® eine P{,. Die 

Schnittlinien (E#E’) werden dabei in die ,Achsen der Seilecke“ 
(0# 07) (37) 

projiziert. Auf ihnen liegen die Schnittpunkte 

{Or Ok 1} (38) 
entsprechender Seilecksseiten (0” :) und (04 à) sowie die Projektionen 
{0 04 07 (39) 


der Schnittpunkte {E) AW) El}, 

(37) und (39) bilden daher im Allgemeinen eine P/,. Durch (37), 
(38), (39) wird die zu den Kräften (36) gehôrige Pin entsprechend zu 
zu einer P4,,x, erweitert. Liegen alle ihre Konfigurationspunkte im End- 
lichen, so kann man auf ihren Geraden nach Satz 8 ein System von 
zugehôrigen Kräften annehmen und den noch willkürlichen Zahlfaktor 
so bestimmen, daB die Kraft [Z, 2] den ursprünglichen Wert hat. Das- 
selbe gilt dann für alle Kräfte auf (ii) [wobei à, 5 — 1, ..., m]. 

Die Kräfte [0 | und ïhre Aktionslinien (0 à) haben dann eine 
doppelte statische Bedeutung: 


Zu den beliebig zyklisch geordneten Kräften (36) 


gehôren Seilecke (04 3,), (03), ...,  (0mi,) 
mit den Spannungen + [04,1,], Æ[04,2,], ..., [Oki]. 

Lu den beliebig zyklisch geordneten [OU), OR], ..., [OWr), OU)] 
gehôren Seilecke (0 à), (Om), ..., (Or à) 


mit den Spannungen + [{#,i], + [O4,il, ..…, (OH; 1]. 
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Zwischen der P4,, (mit der Konfigurationsgeraden (i j), à, lt) 
und ibrer von # Seilecken erzeugten »Achsenkonfiguration“ P4, (mit 
den Konfigurationsgeraden (37)) besteht also eine reziproke Beziehung, 
und in der Matrix ([@,1]) gehôüren 

die Zeilen zu Seilecken der P4,, 


die Spalten zu Seilecken der P},. 


S 7. Die Zerlegung der projektiven Ebene durch die 


Desargues-Konfiguration. 


Die Desargues-Konfiguration wurde in $ 1 erzeugt als Schnitt eines 
räumlichen Fünfecks (1) mit einer Ebene £, die durch keinen Schnittpunkt 
von mehr als zwei Ebenen des räumlichen Fünfecks hindurchgeht, Da 
alle räumlichen Fünfecke durch Kollineation ineinander übergeführt werden 
kônnen, kann man alle projektiv voneinander verschiedenen Desargues- 
Konfigurationen dadurch erhalten, daR man ein beliebiges festes räumliches 
Fünfeck (1) mit einer Ebene Æ zum Schnitt bringt, die durch keinen 


der fünf Punkte LE 12h oh dd 40) (1) 
oder der zehn Punkte Ni {Gk)[Imn]} (40) 
hindurchgeht, 


Zwischen den zehn Geraden einer Desargues-Konfiguration finden 
(:) Inzidenzen statt Davon 30 in den Konfigurationspunkten, Die 15 
übrigen Inzidenzen müssen dann in 15 anderen voneinander verschiedenen 
Punkten stattfinden. (rehen nämlich drei Geraden (ik!) durch einen 
Punkt, so müssen zwei von ihnen zwei gemeinsame Indizes haben, weil 
die fünf môglichen Indizes insgesamt neunmal vorkommen; dann ist aber 
der Schnittpunkt ein Konfigurationspunkt. Die zehn Konfigurationsgeraden 
schneiden sich also in a, — 25 verschiedenen Punkten (10 Konfigurations- 
punkten, 15 Nebenpunkten) und werden jeweils in sechs Strecken zerlegt, 
Also «a, — 60. Die Anzahl der Zellen a, ergibt sich (vgl. Kap. IL, $ 3 (28)) 
aus —1——-a+a—a— 25 + 60 — 36. 

Die Anzahl der Zellen ist also immer dieselbe und es wird sich später 
zeigen, da es immer 12 Vierecke und 24 Dreiecke sind; trotzdem wird 
sich ergeben, daB sechs topologisch verschiedene Zelleinteilungen der pro- 
jektiven Ebene durch Desargues-Konfigurationen erzeugt werden kônnen. 

Um eine vollständige Aufzählung der môglichen Zelleinteilungen zu 
erhalten, wähle man das räumliche Fünfeck (1) beliebig aber fest und 
bewege die Ebene Æ stetig im Raume so, da sie die Inzidenz mit den 
Punkten (1) und (40) vermeidet. Die Schnittügur ist dann immer eine 
Desargues-Konfiguration, und die Lage der 25 Ecken der Zelleinteilung 
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ändert sich stetig; da hierbei niemals Ecken zusammenfallen kônnen, sind 
alle diese Zelleinteilungen isomorph. Es genügt also, die Lagen der Ébene 
E aufzusuchen, die stetig nicht unter Vermeidung der Punkte (1) und (40) 
ineinander übergeführt werden kônnen. Dabei werden aber solche Lagen 
der Ebene E, die auseinander durch eine Kollineation hervorgehen, welche 
die fünf Punkte (1) vertauscht, zueinander kollineare und daher auch 
topologisch isomorphe Konfigurationen erzeugen. Es wird also gefragt: 
,Wie wird die Gesamtheit der Ebenen des projektiven Raumes (der so- 
genannte projektive Ebenenraum) durch die Punkte (1) und (40) in stetig 
zusammenhängende Systeme zerlegt und welche dieser Systeme kônnen 


D 
n 
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\ 
| 
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durch Vertauschung der fünf Indizes ineinander übergeführt werden?“ Um 
bei der Beantwortung dieser Frage eine gewisse Stütze in der Anschauung 
zu besitzen, ersetzt man sie zweckmälig durch die ganz mit ihr äquivalente: 
»Wie wird der projektive Raum durch die Ebenen 


[I], C27 [3] [4 (61 (17) 
und vx=[G@#) {mn} (40') 


(Verbindungsebene der Schnittgeraden von [i] und [k] mit dem Schnitt- 
punkt von [], [mn], [n]) zerlegt, und welche Raumzellen dieser Zerlegung 
sind äquivalent, d. h. kônnen durch Vertauschung der fünf Indizes inein- 
ander übergeführt werden?* Man kann die drei ersten Ebenen als 
Koordinatenebenen eines rechtwinkligen Systems wählen, [4] als die un- 
endlich ferne Ebene, Dadurch erhält man schon eine Zerlegung in acht 
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Tetraeder, die Oktanten des Koordinatensystems. Wählt man [5] als 
die Ebene 


T+y+z—=]1, 


so ergibt sich für die »;3: 


Va: T+y—=0 D Vis Y+e=]1 Pise y he); 
Vase Y+e— Va: Y—= I Dose 2 Cl 
Vus 2m —0 Va = 1 Pt y il 


Die Ebene [5] zerlegt die acht Oktanten in fünf Tetraeder und zehn 
Tetraederstümpfe (begrenzt von zwei Dreiecken und drei Vierecken). 
Da nur die nicht-äquivalenten Raumzellen interessieren, kann man sich 
auf den ersten Oktanten beschränken. Er besteht aus einem Tetraeder 
und einem Tetraederstumpf; das Tetraeder wird von keinem v;, zerlegt, 
der Tetraederstumpf nur von v,4, Vos, Vas, Vis Vo5s Yss UN ZWar in 18 Raum- 
zellen, von denen aber nur fünf nicht äquivalent sind. Insgesamt gibt 
es also 185 Raumzellen, von denen sechs nicht äquivalent sind. Es 
sind das 


L__0-Flache 7 DB: begrenst von}, vai, 23, Via Dors, Vis 

in jedem Tetraederstumpf eines; im Raume 10. 
IPN Terraetertr. Bl'hésrenzt Von) |#|, #2, V9; 

in jedem Tetraederstumpf zwei; im Raume 20. 
TL O/Tetraeder:7, B. besrenzt von [1] #;,, 7, Vi: 

in jedem Tetraederstumpf sechs; im Raume 60. 
IV" Tetraederiz B besrenztivon [7] [2] 7::, 07: 

in jedem Tetraederstumpf drei; im Raume 30. 
V,Tetraeder z. B. begrenzt VOn 7.;, 722, Vis, Vas: 

in jedem Tetraederstumpf sechs; im Raume 60. 
VI.  Tetraeder z. B. begrenzt von [7], [21, [3], [6]; 

im Raume fünf. 


Entsprechend diesen sechs nicht äquivalenten Raumzellen kann es 
hôchstens sechs nichtisomorphe Zelleinteilungen durch Desargues-Konf- 
gurationen geben. Dab diese sechs Fälle aber auch wirklich nicht iso- 
morphe Zelleinteilungen liefern, erkennt man am bequemsten aus den 
zugehôrigen Figuren. 


Die Konfigurationspunkte haben hierbei die Koordinaten: 


eus |Us| ua |us4 68 |(489| 464 | 45] 154 
1{1,—V3,0| 1, V3,010,-2,1| o, 2,1] 1, 0,0|-—73,1,11ÿ3,—1,11V3, 1,1 |—V3,-1,1 0, 0,1) Abb. 43 
ui, 0,0! 4,-—4,1/1, 8,1] —1, 1,0/—4,-4,1| —1,8,1) 1, 1,0] 0, 12,1| 0, 0,1 ®, di) à 
mile La6 011,0) 100 0100 00 11052, 100 10125 20 0 LT 11,0, 45 
IV 1, 0,0! 4,—4,1/8,—1,1| —1, 1,0|—4,—4,1 |—3,-1,1) 1, 1,0] 0, 8,1| 0, 0,1 DDR SU NT 
vo oc ets net 1026-6023, 0 00 0) N0, 8 10 01 &, A à 
VI |0, 2,1/V3, —1,1 0, 0,1 —V3,-1,1 1, /3,0 0, 4,1| 1, das 1, 0,0 —2 V3, -2,1 n 48 
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Abb, 45, 


. Die Zerlegung der projektiven Ebene durch die Desargues-Konfguration, 


Abb. 48, 
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Die Verschiedenheit der sechs Figuren erkennt man leicht aus der 
Verteilung der drei Konfigurationspunkte und der drei Nebenpunkte 
auf jeder Geraden, Die Konfigurationspunkte bestimmen nämlich auf 
den Konfigurationsgerader je drei Strecken. Auf diese kônnen sich die 
Nebenpunkte nur auf folgende Arten verteilen: 


à) "2,00, 0; bj#2/41000; CALAIS 

In den sechs angegebenen Figuren ist die Verteilung': 
Anzabl der 
(123) (124) (125) (134) (135) (145) (234) (235) (245) (845) |alb|c 
jt € a a a a c a a C c 6 | O | 4 
II € c a C a b c a b b Sn. SN 2 
III C b a b a c u a b b HAS 
IV € a a b b C b b € a SLR 
V C a a b a C b a c b 2 INSINE) 
VI C a C a Q a a G a a 6 | 0 | 4, 


Die vier Geraden mit der Verteilung c der Nebenpunkte schneiden 
sich im Falle VI in sechs Konfigurationspunkten, im Falle I nur in 
einem, und die drei Geraden mit der Verteilung a der Nebenpunkte 
schneiden sich im Falle II in drei Konfigurationspunkten, im Falle IV 
nur in einem. Diese Källe liefern daher jeweils nicht isomorphe Zell- 
einteilungen; für die übrigen Fälle ergibt sich das schon aus den drei 
letzten Spalten des obigen Schemas. Also: 


Satz 10. ,,Durch Desarques-Konfigurationen kôünnen genau sechs nicht isomorphe 
Zelleinteilungen der projektiven Ebene erzeugt werden.“ 


In den beigefügten Abbildungen sind diese sechs Fälle angegeben; 
jedesmal besteht die Zelleinteilung aus 12 Vierecken und 24 Dreiecken. 


$ 8 Die Konfiguration der Æ-Kugeln. 


Mit den polyedralen Konfigurationen hat die jetzt zu behandelnde 
Konfiguration der F-Kugeln eine gewisse Âhnlichkeit. Sie ist eine 
(2V)x (2V)x von Punkten und kongruenten (n — 1)-dimensionalen Kugeln 
im Euklidischen Raume von n > 1 Dimensionen mit der besonderen 
Eigenart, da die Kugelzentren zugleich die Konfigurationspunkte sind. 
Bezeichnet man also den gemeinsamen Radius der Konfigurationskugeln 
mit 1, so hat jeder Konfigurationspunkt von » anderen die Entfernung 1. 

Die Konfigurationspunkte werden bezeichnet mit 


{ii % ... x}, (41) 


wobei OZK<N und k alle diese N +1 Werte ER 
jeweils alle verschieden sind und die Ziffern 1, 2, .…, N durchlaufen. 
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Es sollen jetzt immer {, ... 4,,} und fi, …. üj-1 } die Ent- 
fernung 1 haben. 


Wählt man:) {} als Koordinatenursprung und gibt 


tu de Kocrdinaten (7, "1, ,...,. %), SO ist 
v=n 
Die) ofinte lou. (42) 
v= 1 
Gibt man nun {, à, ... à} die Koordinaten 


(ri + tt... Haut] [hat Loi] .., [at bokt... Lol), 


so ist die Entfernung von 


_v=n 1 
(ta <<. Ti} und {% ... 1;-; 1} genau | cr | = 1 


v=1 
= D, one 
Die Entfernung zweier beliebiger anderer Punkte (41) ist dann aber 
_v=n 1 
; : 
E (hHzht .. eat , wobei m > 1. 
v=1 


Wählt man die x} so, daR alle diese Quadratsummen + 1 sind, was 
stets mOôglich ist, so liegen auf jeder Kugel vom Radius 1 um die 
Punkte (41) genau N Punkte (41) und wir haben dann eine Konfiguration 


Ex, (2% 
von dem verlangten Typus. 


Diese Konfiguration hat eine gewisse elementargeometrische Be- 
deutung. Genügen nämlich die x, der Gleichung (42), so sind die 
Punkte Qf mit den Koordinaten 


(HN RE CRUE) (43) 


beliebig gewählte Punkte einer (n — 1)-dimensionalen Kugel vom Radius 7. 


{, ... %,} ist der Schwerpunkt von Qù, ..., Qîn. 

Jedes n-tupel der n +1 Punkte Qù, ..., Qîn+1 bestimmt so einen 
Schwerpunkt, und diese n + 1 Schwerpunkte liegen alle auf einer Kugel 
um {i, ... un} vom Radius 1, der F-Kugel von Qù, ..., Qin+i, 

Jedes (n + 1)-Tupel der n +2 Punkte Qÿ, ..., Qînt: bestimmt daher 
eine F-Kugel, und diese F-Kugeln gehen alle durch den Punkt 
{1 ... nie) ihren F-Punkt usw. 


Von den willkürlichen Punkten (43) einer n-dimensionalen Kugel vom 
Radius n bestimmen je » +2 einen F-Punkt und je n +27 + 1 eine 
F-Kugel, und zwar ist der F-Punkt (die F-Kugel) von Qù, ..., Qîn jeweils 
inzident mit der F-Kugel (dem F-Punkt) von Qù, ..., Qîn+. 


1) Die ungewôhnliche Bezeichnung { } ohne Buchstaben wird durch das Folgende ge- 
rechtfertiot, 


Levi, Geometrische Konfigurationen. 12 
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Im Falle n—2 sind die F-Kugeln Kreise und zwar ist der F-Kreis 
von Qù, Qù, Qù der Feuerbachsche Kreis dieses Dreiecks. Die Über- 
legungen enthalten daher als Spezialfall einen bereits mehrfach be- 
handelten Satz über Feuerbachsche Kreise von Dreiecken mit ge- 
meinsamem Umkreis'}. Andererseits lassen sich die Ergebnisse noch 
verallgemeinern, wenn man statt der n-dimensionalen Kugeln andere 
Mittelpunktflächen wählt, die parallel und kongruent einer Fläche 
F (x,, ..., &») = 1 sind, wobei F eine nichtlineare homogene Funktion 
bedeutet. 

Die Konfigurationsgruppe der F-Kugeln läft sich zu- 
sammensetzen aus folgenden Operationen: 


1. Beliebige Vertauschung der N Indizes 1, 2, --., N. 
2, Bei festgehaltenem Index ?, wird {,---2,} jeweils vertauscht mit 
{-.-1,,} Wobei 4, +ü, «-., à und 20 ist. 


Die F-Kugeln werden entsprechend den F-Punkten permutiert. 

Durch Zusammensetzung von Vertauschungen der zweiten Art kann 
man nämlich jeden beliebigen Konfigurationspunkt in den Punkt { } 
überführen und dann durch Permutation der Indizes die N Mittelpunkte 
{à} der mit { } inzidenten Kugeln beliebig permutieren. Hält man aber 
{}, {D}, --., {N} fest, so muB auch {12} festbleiben; denn die Kugeln 
um {} und {12} sind die einzigen F-Kugeln, die mit {7} und {2} zu- 
gleich inzident sind. Dasselbe gilt für alle {24} und dann weiterhin für 
alle anderen Konfigurationspunkte. Die angegebenen Permutationen 
erzeugen also die ganze Konfigurationsgruppe, und diese hat die Ordnung 
2N.N1. 

Die F-Punkte, die mit einer geraden Anzahl von Indizes geschrieben 
sind, liegen auf F-Kugeln, die mit einer ungeraden Anzahl von Indizes 
bezeichnet werden und umgekehrt. Die Konfiguration ist also nicht 
zusammenhängend, sondern zerfällt in zwei Konfigurationen 


(2), (2N- 7)», 


von denen man leicht einsieht, da sie zusammenhäng'en und eine Gruppe 
der Ordnung 2-1. N! besitzen, die Normalteiler der Gruppe der ganzen 
Figur ist. Auch die von den Permutationen der Indizes allein erzeugte 
Gruppe ist Normalteiler der Konfigurationsgruppe. 


1) Vier Punkte eines Kreises bestimmen vier Dreiecke, deren Feuerbachsche Kreise durch 
einen Punkt (Feuerbachscher Punkt erster Stufe) gehen, Zu fünf Punkten eines Kreises ge- 
hôren dann fünf Feuerbachsche Punkte, die auf einem Kreise (Feuerbachscher Kreis zweiter 


Stufe) liegen usw. Vgl. Tôhoku, Math. J. Bd. 10, S, 225—998 (S. Ôue), sowie Bd. 20, S, 41-43 
u. Bd. 21, S. 192 (D. Montesano). 


Ka pitel Ve 
Die Pascalfigur. 


Vorbemerkunpg. 


Die Theorie der Pascalfigur beruht auf dem zur Elementargeometrie 
gehorigen 


Pascalsatz. ,Ziegen die Ecken eines Sechsecks auf einer Kurve 2. Ordnung 
(Pascalsches Sechseck), so gibt es eine Grerade (Pascalgerade), auf der sich 
die gegenüberliegenden Seiten des Sechsecks schneiden.“ 


Dieser Satz gilt auch dann, wenn die Kurve 2. Ordnung ausgeartet ist. 
Besteht sie z. B. aus einem Geradenpaar und liegen die Ecken des Sechs- 
ecks in ihrer zyklischen Anordnung abwechselnd auf den beiden Geraden, 
so geht der Pascalsatz in den Pappussatz (Kap. IL, $ 4, S. 106) über. 
Im übrigen liefern die ausgearteten Kurven 2. Ordnung nur triviale Fälle 
des Pascalsatzes. Ist z. B. die Kurve zweifach ausgeartet, liegen also 
die sechs Punkte auf einer Geraden g, so fallen alle Seiten des Sechs- 
ecks mit g zusammen; jeder Punkt von g ist Schnittpunkt gegenüber- 
liegender Seiten, und jede Gerade, die g trifft, kann als Pascalgerade 
angesprochen werden. 

Für die Pascalfigur im hier betrachteten Sinne wird die Kurve 2, Ord- 
nung als nicht ausgeartet vorausgesetzt. Die sechs Punkte bestimmen 
dann (vgl. $ 1) 60 wesentlich verschiedene Sechsecke. Ihre Seitenschnitt- 
punkte und Pascalgeraden bilden dann (abgesehen von gewissen Sonder- 
fällen) eine 45,, 60,. Es schneiden sich aber die Pascalgeraden noch zu 
je dreien in gewissen anderen Punkten (Steinerpunkte, Kirkmanpunkte 
vel. $ 3); diese liegen wieder zu mehr als zweien auf ausgezeichneten 
Geraden (Cayley-Salmon-Geraden, Plückergeraden) usw. Das von sechs 
Punkten eines Kegelschnitts erzeugte Geradennetz (vel. Kap. IL, $ 7) 
hat vor Geradennetzen, die von sechs beliebigen Punkten erzeugt werden, 
unendlich viele Inzidenzen voraus, die sich aus dem Pascalsatz erklären 
lassen. Im Anfang und in der Mitte des 19. Jahrhunderts war die Unter- 
suchung dieser Inzidenzen und anderer damit zusammenhängender Eigen- 
schaften ein besonders beliebtes Thema; damals ist auch eine kaum 
übersehbare Literatur hierüber entstanden. 

12* 
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Bei synthetischer Behandlung kommt oîft der Satz von Desargues zur 
Anwendung; man kann nämlich zuweilen leicht feststellen, daf zwei 
Dreiecke, die auf dem Netze der Pascalgeraden liegen, perspektiv sind 
und schlieft daraus, daB die Schnittpunkte entsprechender Seiten auf 
einer Geraden liegen (vgl. $ 5). Diese Gerade braucht aber nicht ein- 
deutig bestimmt zu sein: es kônnen ja die drei Schnittpunkte auch zu- 
sammenfallen, und eine lückenlose Darstellung mu dann in jedem 
einzelnen Fall den Beweis enthalten, da8 nur in Ausnahmefällen diese 
Schnittpunkte identisch sind. Schon diese kleine Schwierigkeit weist 
auf die Vorzüge einer rechnerischen Behandlung hin. Um allzu lange 
unübersichtliche Formeiln zu vermeiden, ist eine für diesen Fall zurecht- 
gemachte Form der Darstellung gewählt worden, die aber auch vom 
algebraischen Standpunkt aus nicht uninteressant zu sein scheint, Die 
historisch gewordene Bezeichnungsweiset) der ausgezeichneten Punkte 
und Geraden ist in diesem Kapitel ersetzt worden durch eine kürzere 
Art der Bezeichnung, die bei jedem bezeichneten Element erkennen 
lä$t, gegen welche Vertauschungen der sechs die Figur definierenden 
Punkte das Element invariant ist und die Inzidenzen mit anderen aus- 
gezeichneten Elementen und andere geometrische Eigenschaften môglichst 
deutlich anzeigt. Auch die Koordinatendarstellung ist diesen KForde- 
rungen angepalt. 


SL Dié Schematische 45,100 


3° 


Es seien U}, 3, {5}, {8, {5}, {6} (1) 


sechs verschiedene Punkte eines nicht ausgearteten Kegelschnitts: die 
Grundpunkte. 
Die 15 Verbindungslinien je zweier Grundpunkte?) 


(LR) = UT) (LE) ER CD) NN 6) (2) 


sind dann alle voneinander verschieden. Aufer in den Grundpunkten (1) 
schneiden sie sich noch in den Pascalpunkten 


(1 2) (èk) (3 4) 
(ah ce {em ee (56) \ 
Die Frage, wann von diesen 45 formal verschiedenen Punkten mehrere 
zusammenfallen, bleibt dabei zunächst offen. 
Wählt man die Grundpunkte zu Ecken eines nicht orientierten Sechs- 


ecks, so ändert sich dieses Sechseck nicht, wenn man die Reïhenfolge 
der Ecken umkehrt, oder diese zyklisch vertauscht, also bei einer Gruppe 


o) Vel. z. B. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen über Geometrie I, 1 (1906), S. 275—304. 
?) Man beachte die in Kap. I, $ 5 aufgestellten Regeln für die Bezeichnungsweise, 
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von 12 Elementen, Zum Sechseck, dessen Ecken in der natürlichen 
Reïhenfolge geschrieben werden kônnen, gehôrt dieselbe Gruppe, wie zu 


Pour (4) 


denn in (4) sind die schräg zueinander stehenden Ziffern genau die 
auf dem Sechseck zyklisch benachbarten Ecken; durch Vertauschen 
der Zeilen und der Spalten werden 12 Permutationen erzeugt, und die 
Paare schräg zueinander stehender Ziffern gehen wieder in solche über. 
Das betrachtete Sechseck soll deshalb mit (4) bezeichnet werden. Die 
zyklische Reiïhenfolge der Ecken des Sechsecks erhält man dann dadurch, 
daR man (4) in einer Zickzacklinie durchläuft. 


EX (4a) 


Den drei symmetrischen Kreuzen in (4a) entsprechen die drei Paare 
gegenüberliegender Seiten in (4). Ihre Schnittpunkte sind die Pascalpunkte: 


(5h (Go) tent ® 


Nach dem Pascalsatz liegen diese drei Punkte (5) auf der zu (4) ge- 
hôrigen Pascalgeraden 

153 

C 9 6): (6) 


Es ergibt sich so die Inzidenzbeziehung: 


Satz 1. , Auf der Pascalgeraden Le !) liegen die drei Pascalpunkte 


{on 6 Um 0h Le 0) «) 


(2 
(nr 
Durch den Pascalpunkt Fe al gehen die vier Pascalgeraden 


ee Li on oi 7 
mno) \mnl/’ Co) HD LUI 


Durch Satz 1 ist eine schematische Konfiguration (45),, (60), der 
Pascalpunkte (3) und Pascalgeraden (6) vollständig bestimmt. Durch 
eine Pascalgerade sind zwei Pascalpunkte verbunden, wenn sie zusammen 
alle sechs Ziffern aufweisen und die beiden gemeinsamen Ziffern sich in 
den Symbolen der beiden Punkte auf beide Zeilen verteilen. Daraus kann 
man erkennen, daB die Konfiguration zusammenhängt. Man bezeichne 
nämlich die sechs Grundpunkte mit &,, @, @3, &, 0,, b,; ferner sei 1, 9, &, | 
eine beliebige Anordnung der Ziffern 1 bis 4 und r, s eine beliebige 
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Anordnung von 1,2. Wählt man zunächst à £ 2 < ÿ, so gelten die 
Nachbarschaftsbeziehungen: 


ce | TS HE p Ten jé hi 

(ds Ga) (G; b,) (a; &) 

In dem rechts stehenden Ausdruck sind die Einschränkungen für à 
und j bedeutungslos. Allgemein gelten dann dieNachbarschaftsbeziehungen: 


dj Un dy b, dr di y 
fe al bn Fe té Le D JE he DE 
Es sind daher alle Pascalpunkte durch eine Folge von Pascalgeraden 
miteinander verbunden; die Konfiguration hängt also zusammen. Es 
soil jetzt die Gruppe dieser Konfiguration ermittelt werden. Jeder Ver- 
tauschung der sechs Grundpunkte entspricht ein Automorphismus der 
Konfiguration. Die symmetrische Gruppe @, ist daher isomorph zu der 
Gruppe G aller durch Vertauschung der Grundpunkte entstehenden 
Automorphismen. Der Gruppeneins von G entspricht ein Normalteiler 
von &,; nach Kap. I, Satz 15, S. 21 sind das @,, À, und 1. Der Isomor- 
phismus kann also nur (720)-, (360)- oder (1)-stufig sein, die Ordnung 
von G also nur 1, 2, oder 720 betragen. Da sich in G aber leicht drei 
verschiedene Elemente nachweisen lassen, kommt nur der (1)-Isomor- 
phismus von ©, und @ in Frage. Es liegt die Vermutung nahe und 
wird im Folgenden bewiesen, da8 G die Konfigurationsgruppe ist, also, 
daR jeder Automorphismus der Konfiguration durch Vertauschung der 
Grundpunkte erzeugt werden kann. 
Durch Permutation der sechs Ziffern kann nämlich jeder Pascalpunkt in 


jeden anderen — z.B.in lC 1 — übergeführt werden. Es gibtdannnocheine 
Permutationsgruppe der Grundpunkte von der Ordnung 16, die diesen Punkt 
festhält. Die vier Pascalgeraden durch einen festen Pascalpunkt zerfallen in 
zwei Paare, die in sich durch je zwei Pascalgerade (Querverbindungen) ver- 
bunden, untereinander aber unverbunden sind. Bleibt also ein Pascalpunkt 
fest, so kônnen durch einen Automorphismus der Konfiguration seine 
acht Nachbarpunkte nur auf 16 verschiedene Arten permutiert werden. 
Alle diese Vertauschungen kônnen aber auch durch Permutation der 
sechs Ziffern berbeigeführt werden. Gibt es also einen Automorphismus 
der Konfiguration, der nicht durch Permutation der Ziffern erzeugt wird, 
so mul es auch einen von der Identität verschiedenen Automorphismus 
geben, der einen beliebigen Pascalpunkt und jeden seiner acht Nachbar- 
punkte festhält. Um die Unmôglichkeit eines solchen Automorphismus 


zu beweisen, stelle man fest, da, wenn t A bei einem Automorphis- 


(4 6) 
mus unverändert bleibt, die Punkte É 2) und fe A als Schnittpunkte 


der beiden Paare von Querverbindungen nur untereinander vertauscht 
werden kônnen (s. untenstehende Abb.). Aus demselben Grunde mu, 
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wenn le é und U à fest bleiben, auch LE ë in sich selbst über- 
gehen. Das ist aber der Fall, wenn (I 2) und jeder seiner Nachbar- 
(4 5) 


punkte festgehalten werden. Es kann jetzt gezeigt werden, daB unter 
dieser Voraussetzung auch die Nachbarpunkte der Nachbarpunkte fest- 
bleiben., Aus Symmetriegründen genügt es, dies für die Nachbarpunkte 


von 


2 
É si) zu zeigen. Als beweglich kommen nur die vier Nachbarpunkte 


5 
(15) f(2 
op À 


ni] É ê)) in Frage. Diese kônnten also noch 


(4 6)J” (I 6) 


untereinander permutiert werden; von ihnen ist aber allein der erste mit 
dem festen Punkt (el verbunden. Es mu daher Fe 2 fest bleiben; 


(3 6) 
: 3 2 4 
daraus ergibt sich, da E ë)| unverändert bleibt und ebenso E He 


t ae Bleibt also ein Punkt zugleich mit seinen Nachbarpunkten fest, 
so gilt dasselbe für deren Nachbarpunkte; da die Konfguration zu- 
sammenhängt, bleiben alle Punkte fest, und der Automorphismus ist die 
Identität. AuBerhalb der zu ©, (1)-isomorphen Gruppe G gibt es aber 
keinen Automorphismus der Konfiguration, und man erhäit das Resultat: 


Satz 2. , Die Konfiguration (7) ist zusammenhängend; ihre Gruppe ist zu ©, 
(1)}-isomorph." 

Hinsichtlich der Realisierung der schematischen Konfiguration (7) mit 

Hilfe der Pascalfigur entsteht zunächst die Frage, ob die 45 Pascal- 


184 Kap. V. Die Pascalfigur. 


punkte alle verschieden sind, bzw. wann Pascalpunkte zusammenfallen. 
Zunächst ist zu bemerken, da kein Pascalpunkt auf dem durch die sechs 
Grundpunkte gehenden Kegelschnitt liegen kann (nach Konstruktion), 
also mit keinem der Grundpunkte zusammenfällt. Fallen zwei Pascal- 
punkte zusammen, so müssen durch diesen Punkt mindestens drei Ver- 
bindungslinien (+ k) hindurchgehen. Würden zwei von diesen mit der- 
selben Ziffer à geschrieben, so wäre der (einzige) Schnittpunkt {:}, also 
kein Pascalpunkt. Es kann sich mithin nur darum handeln, daB drei 
Verbindungslinien (2 k), (1m), (n o) durch denselben Punkt gehen und 
dadurch die drei Pascalpunkte f mA Ur de 4) zusammenfallen, 
In diesem Fall ist {o} der Schnittpunkt des Kegelschnitts mit der Geraden, 
die {n} und de verbindet. Die 45 Pascalpunkte zerfallen so in 
15 Tripel von solchen Pascalpunkten, die môglicherweise zusammen- 
fallen kônnen. Wählt man fünf Grundpunkte beliebig auf dem Kegel- 
schnitt, so gibt es für den sechsten Punkt hôchstens 15 Lagen, die ein 
Zusammenfallen von je drei Pascalpunkten hervorrufen, während bei 
allen übrigen Lagen die 45 Pascalpunkte getrennt liegen. In diesem 
Sinne kann man sagen, da8 ,im Allgemeinen“ die 45 Pascalpunkte ver- 
schieden sind. 

DaB ferner die Pascalgeraden nur in gewissen Sonderfällen teilweise 
zusammenfallen, und ebenso zwischen Pascalpunkten und Pascalgeraden 
keine anderen als die in Satz 1 angegebenen Inzidenzen ,im All- 
gemeinen“ bestehen, wird sich aus den analytischen Untersuchungen 
der folgenden Paragraphen ergeben. Dadurch wird sich dann die Frage 
nach der geometrischen Realisierung der schematischen Konfiguration (7) 
vollständig erledigen, 


$ 2. Das Rechenverfahren. 


Es werde ein projektives Koordinatendreieck zugrunde gelegt, dessen 
Ecken nicht mit Grundpunkten (1) zusammenfallen dürfen, aber auf dem 
durch die Grundpunkte gehenden Kegelschnitt liegen. Die Gleichung 
des Kegelschnitts ist dann: 


Atits +0 Lits + CL %1 = 0. 


Durch geeignete Wahl des Einheitspunktes kann man dann erreichen, 
daf a—b—c wird Die Gleichung heiBt dann: 


La La + Vas + Le La = 0, (8) 
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In einem solchen Koordinatensystem werden die Koordinaten der 
Grundpunkte folgendermaken bezeichnet: 


{1} = 0; _ L = 1 6 
ff = Qi ke 1e mr ; 1—= 1, .,,, 0, (9) 
Folglich ist 2% + À + u; = 0 (10) 


die notwendige und hinreichende Bedingung für die definitionsmäfig 
von 0 verschiedenen %;, À;, u;. Diese Zahlen sind nur bis auf einen 
gemeinsamen Faktor + 0 bestimmt. Mit ihrer Hilfe werden jetzt gegen 
zyklische Vertauschung der Buchstaben x, À,  — also auch gegen zy- 


klische Vertauschung des Koordinatendreiecks — invariante GrôBen ‘l 


definiert. Nach (10) ist nämlich 


| #% RE m+h] ui %| 
Lx | | #x 48 + Àr | |Ux x) 


k ui 4 
ù = à qi 
Ag LU | k 2 


Da die sechs Grundpunkte verschieden sind, ist 


"leo: ferner == | (11°) 


Die Gerade, die den Grundpunkt {} mit dem Eckpunkt 6 (0, 0, 1) des 
Koordinatendreiecks verbindet, hat die Linienkoordinaten @ (— x;, À;, 0). 
Die vier nach {1}, {k}, {m}, {n} führenden Geraden haben daher das 


Vm "| 
à k m [nr 
be “| DUR RE, 

[nf 

Da vier feste Punkte eines Kegelschnittes aus jedem anderen Punkte 
des nämlichen Kegelschnittes durch vier Strahlen projiziert werden, die 
ein festes Doppelverhältnis haben, ist (12) das Doppelverhältnis aller 
nach {i}, {k}, {m}, {n} führenden Strahlenquadrupel, deren Zentrum auf 
dem durch die sechs Grundpunkte gehenden Kegelschnitt liegt. 

(12) ist gegen beliebige (auch gegen ungerade) Permutationen der 
Buchstaben %, À,  invariant und unabhängig von den willkürlichen 
Faktoren o; der Koordinatentripel Wegen der Verschiedenheit der 
Grundpunkte ist ferner (12) stets eine Zahl (nämlich verschieden von 
dem Symbol a:0) und es ist 


o+| 


Doppelverhältnis 


à k 


m À 


Er (126) 


Auch kann man vermittels (11) und (12) die allgemein für Doppel- 
verhältnisse gültigen Formeln verifizieren: 


fs dr 
PADRAEIRE 
ae EL eEel (13) 
nl =2 BAEC 


Die GrüBen (11) und (12) werden bei den folgenden Rechnungen oft 
gebraucht; doch reichen sie allein noch nicht aus, um die Koordinaten 
der Elemente eines Pascalnetzes darzustellen. Es müssen noch andere, 
gegen Vertauschungen der x; nicht invariante Ausdrücke hinzukommen; 
diese werden jetzt durch die sechs Gleichungen (14) definiert. 


1, .ÿ) _*xÀ 2 RUN DR ea % 
séhthnh eee meer 
de ip Au. Au UT DL Fi 
péimtun == GT gp 08 
er NUE LE L A 
gite) fe ee pe Te cn 


Sind nun etwa die Koordinaten zweier Punkte mit Hilfe der in (14) 
definierten GrôBen ausgedrückt, so sind die Koordinaten der Verbindungs- 
linie gewisse Determinanten, für die jetzt geeignete Umformungen bereit- 
gestellt werden. 


Beachtet man nämlich, daf note TE ist, so erhält man 
xÀ Àu KA UN 1 
kr ik i|k 2 1% 4x Mn Al 
sl = in AE ñn ; m 4 
*À Au xx 2 il m Ê talons È mn) 


HA 


“n) tan sl ï tan Que 
; ñn 


und da links durch Vertauschung von m mit x nur das Vorzeichen 
geändert wird: 


lim À À 
= 5 (02) Ge + 


Entsprechend erhält man, gleichfalls unter Berücksichtigung des Vor- 
Zeichenwechsels bei Vertauschung von m» mit n: 
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AA à m 
ilk ilk 7 Fi mi on (] de ELR /; il m 
2 SUIS | BR nie . : (ir je 
mn mm] [7e ex) Er 
Fi 
. fe 4 ; im | _ is à (u 2 x . Éd , fx? L :l 2 
in | x à | m k ri kn) Lnk rl (2) 
Ink | 


Diese rein formalen Identitäten bleiben richtig, wenn man 4 —n setzt, 
soweit die auftretenden Ausdrücke dann überhaupt noch einen Sinn 
haben. Unter Berücksichtigung von (13) erhält man dann: 


Le Au NN 
G'hene var À: ilk ilk = f? " 
xl ul 2U]k k|mJ’ lie vrLl CS 
im k mk imik m|k 


Zu den Formeln (15), (15”), (15) kommen noch die hinzu, die durch 
zyklische Vertauschung von x, À, u entstehen. In den Anwendungen 
handelt es sich nahezu ausschliefilich um geordnete Zahlentripel, die 
auseinander durch zyklische Vertauschung der x, À, u hervorgehen; es 
ist deshalb praktisch, eine abgekürzte Bezeichnung zu besitzen, um solche 
Tripel zu schreiben. Beispielsweise soll das Tripel 


STONE 5 Das : d 
É 9 12 19 kurz * geschrieben werden. 


Allgemein wird definiert!) 
lu u x “2 ” Er ” 
(Zone, Dia Du De, rTs (16 ) 
% À u = _—— à 
(Zae Dar De = ie rs , (16°) 


wobei die Summation über die Paare r +s der Ziffern 1 bis 6 zu er- 
strecken ist, 


und 


1) Die Addition von Tripeln und die Multiplikation eines Tripels mit einer Zahl genügt 
denselben formalen Gesetzen, wie die entsprechenden Operationen bei Vektoren. Setzt man 
beispielsweise in (16*) a1,2—G, G3,a — b die übrigen &Gr,s—0, so erhält man 

À u À u x u % x À x À 
b an (1 b = a —X=> + b —+— ; 
dedans ler 53 Are 7 


à À u u » x À Ur ; 22 : 
ist speziell b — 0, so hat man (a To a TD a 7 ) — 4 112 und für a——1l wird 
daraus (= 2e Eee —= 2) —— -*—. Es entspricht auch formal ee. dem vekto- 

TRE 1Â2 mir 


riellen Produkt von —*— und —*—. 
r|s pla 
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Ferner wird definiert 


Ao LEE DURE 
TS rs nlrsrs ns \rsra||e re 170 
Dont Balei tal Zu ps De ( ) 
papal q pal p4DI 
und 
se RUE RQ 
L= risr]s rs rene TETE 4 TC 17* 
Du À u , Da Lu ED NEA Det ( ) 
pla p|al p|g plal p\q plal 


Hier ist die Summation über alle Quadrupel r+s, p +q der Zifiern 
1 bis 6 zu erstrecken. 


Es ist dann 


ane FE 
, LL 
RUE TER CRE Fer NT ir ee LE (18) 
nMm MA m n nm à k à k 
k 2 à k& k 2 à k m n à k 
—0— = —0— = — —0— = — —O— = — —0—); o— = (0. 
nm MA m n nm à k a k 


In dieser Schreibweise erhalten (15’), (15”), (15”’) und die durch zy- 
klische Vertauschung entstandenen Formeln die einfache Gestalt: 


nn Ge hate )=s Le Oral 


NE APN 
à k in im Le 
Anne ce lalecae 


à k + 
—k— = — {—Xk— —%k—\, 
A (APN al 
Diese Formel (15) ist die Hauptformel für alle späteren Rechnungen. 


Wegen der allgemeinen Determinanteneigenschaft: 


n n 
2u Du 


i=1 i=1 


m m 
DD Pin 


k=1 k=1 
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werden die Tripel 
e? Eu lu! | lu un 
pate Das] Date Jak] |Zot jats 
MODE b > _n de ie 
D ALES “pq 10 q PAT DT DAT 


L'an Due D D LA : 
Lu Nr 
pq PAETrr pe DUT 


P,q 


Hierbei sind die c;x und d;x rationale Funktionen der a,, und b,,, mit 
Koeffizienten, die aus den Fa mit Hilfe der vier Grundrechnungs- 


arten entstehen; das heift die c; ; und d;,; gehôren alle zu dem Zahlkôrper 
Pl 
DLS 61/2 


Aus (19) folgt, daB der Schnittpunkt zweier Geraden, deren Koordinaten 
sich 


in der Form (Q LE LA ste) (20°) 


schreiben lassen, in der Form  o 3 Bi, x 1) (20*) 


12 
R (ae cs 5,6, Di, es D5,6 El 


geschrieben werden kann. 
Wenn bei beiden Geraden die Zahlen @;7 zum 


3 4 
[56l) Ca 
gehôren, so gilt dasselbe für die 5,4. Diese Betrachtung läBt sich um- 
kehren. Durchlaufen also die &;, und f; den Zahlkôrper (21) so bildet 


die Gesamtheit der Geraden (20°) und Punkte (20*) ein Netz. 
Dieses Netz enthält die sämtlichen 15 Verbindungsgeraden (2); denn 


es ist 
et) 


: 5 12 
Zahlkôrper RE AE cl: 


(19) 
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Mithin enthält es auch die sechs Grundpunkte (1) und das ganze Pascalnetz,. 
Die Zahlen ( ï| kommen alle im Zahlkôrper des Pascalnetzes vor; denn 


sie sind die Doppelverhältnisse der vier Strahlen, durch die {1}, {k}, {m}, {n} 
aus einem der anderen Grundpunkte projiziert werden. Wählt man anderer- 
seits die Grundpunkte {1}, {2}, {3}, {4} als Eckpunkt des Koordinaten- 
dreiecks und als Einheitspunkt, so sind in diesem Koordinatensystem die 
Verhältnisse der Koordinaten der Punkte (1) sicher Zahlen aus À. Es 
ist also À der Zahlkôrper des Pascalnetzes, und das Netz der Punkte (20*) 
und Geraden (20°) mul, da es das Pascalnetz enthält, einen Zahlkôrper 
haben, in dem R enthalten ist. Es wird jetzt gezeigt werden, daB dieser 
Zahlkôrper mit À identisch ist, daf nämlich jede Zahl dieses Zahlkôrpers 
zu R gehôrt; daraus folgt dann nach Kap. HI, $ 7, Satz 4, daB das von 
(20°), (20*) gebildete Netz mit dem Pascalnetz identisch ist. 

Der Zahlkôrper eines Netzes ist identisch mit dem Zahlkôrper der 
Doppelverhältnisse eines beliebigen Strahlenbüschels im Netz. Zur Er- 
mittlung des Zahlkôrpers von (20*), (20°) genügt es also, die Doppel- 
(12) (1 3) 
(1 4) (1 À) 
[mit Ausnahme der Punkte von (12)] durchläuft. 

Es ergibt eine kleine Rechnung1) 


Fe 2) (1 PA us É À Zef] a PA 


| (22) 
14 (14)! lai Dot SG A) 


1 Beweis von (22). Sind o (uw, %» w) die Koordinaten der Geraden (1 À), so ist das 
gesuchte Doppelverhältnis 


verhältnisse | | zu betrachten, wobei À die sämtlichen Punkte (20*) 


#1 %2 À de %1 %8 À de | DAS 

#1 %a À ds Ur WU 4 lu We . Cor Fe 
—= UNS — 

%1%3 dd Dee MIS 1 %» Ào Le ) ans D'« ie 4 

%1 % lil Uy 4 Uy Us 


wobei die zugehôrigen w, und w, durch zyklische Vertauschung der x, À, w entstehen. 
CAL 
ESA 


Un = *; 2° Le ue 2) D er] 3 +0 ie 7. 
uma Ze fa ii " À. 


_. 


nu of, han), LT 
SD NEA Eee DA) 
are e 


folglich | “a ls 


%o À 
entsprechend: Qt 
Us Us 


Durch Eïinsetzen dieser Ausdrücke erhält man (22). 
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Der Zahlkôrper des Netzes (20*), (20°) besteht daher nur aus Zahlen 


von À, ist also mit À identisch und das Netz ist das Pascalnetz. Man 
erhält so den 


Satz 3. ,Das Pascalnetz ist das Net: der Geraden 6 op» &i, :z) und der 
{} A 


Punkte 0 F5 Biz) wobei die a; und B;x den Zahlkôrper (21) 
durchlaufen; dieser ist der Zahlkürper des Pascalnetzes.“ 


In diesem Satze sind mittelbar alle Eigenschaften der Pascalnetze 
enthalten. Jede lineare Konstruktion auf dem Netze hat als Resultat 
einen Punkt (20*) oder eine Gerade (20°). Ein Satz über das Pascal- 
netz sagt aus, da zwei verschiedene Konstruktionen denselben Punkt 
(bzw. dieselbe Gerade) liefern; dafür ist notwendig und hinreichend, daf 
die beiden zugehôrigen Koordinatentripel sich nur durch einen Faktor 
unterscheiden. In der Darstellung (20*) bzw. (20°) erscheinen die Punkte 
und Geraden als Funktionen der sechs Grundpunkte. Ândern sich die 
Koordinaten eines Elements des Netzes bei einer gewissen Permutation 
der Grundpunkte nur um einen gemeinsamen Faktor, so ist dieses Netz- 
element gegen die betrachtete Permutation der Grundpunkte invariant. 


Beispielsweise ist (12) — 0 ) = — 9 Cr): 

Bei Vertauschung der Grundpunkte {1} und {2} nehmen die Koordinaten 
der Verbindungsgeraden den Faktor (—1) an. Solche Darstellungen, 
denen man die Invarianz gegen gewisse Vertauschungen der Grundpunkte 
sofort ansieht, wird man bevorzugen; wie nämlich schon aus (15) ersichtlich 
ist, kann man die Punkte und Geraden jeweils auf mehr als eine Weise 


in der Form (20*), (20°) darstellen:). Zur Erzielung geeigneter Darstellungen 
ist die folgende Umformung der Formel (15) wesentlich: 


mL Etre) tr txt) fois 
dd Ma ob ne (pe ue EADE 

LES a] = (ea) ll 2 

tu PAPA EI IAE 

tete ttes eu (ral 

=) = Greta ls 


1) Näheres hierüber in $ 8. 


(23*) 
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entsprechend erhält man: 
_ ee k il ei 
nie © À 
PT FAN n| mn Leml lkn 


x “ 2e El ï HS oi) EG 


(23°) 


S 3. Pascal, Kirkman-, Steinerpunkte, Pascal- und 
Cayley-Salmon-Geraden !). 


Die in $ 2 entwickelten Formeln werden jetzt auf die Ableitung der 
wichtigsten Inzidenzen im Pascalnetz und auf die Berechnung der Koordi- 
naten der interessantesten Elemente angewandt. 

Die Verbindungsgeraden der Grundpunkte sind 


6D=0 (+) = Gt): C5) 


Daher sind die Pascalpunkte 


rent eee EEE 


É 2) ( à m à É m 

= — —#k— | —= — —*k — = —Xk — — le 

&nn (nm Ur Arr 
Wendet man bhierauf die Formel (23*) an, so erhält man folgende 

Koordinatendarstellungen: 


12) 


as ao=e(srs Ho Al ee Ë :| Cereal 
La) eb=e(stz DTA EN 513) =a[;;] stztats): E4 
Ken=e0=e(s 66) TN z)=e FA Gr | 


Aus den rechten Seiten der Gleichungen ergibt sich durch Addition 


Lelo+ [ele + [oc 6) 


1) Blaise Pascal (1623—1662) [Oeuvres, 8 Bde.]; seinen Satz verôfientlichte er 1640 in 
»Essay pour les coniques“, Den dualen Satz fand Charles Julien Brianchon (1783—1864) und 
publizierte ihn 1806 (vgl. S. 202). — Thomas Penyngton Kirkman (1806—1895). — Jacob 
Steiner (1796—1863) [Ges, Werke, 2 Bde] — Arthur Cayley (1821—1895) [Collected math. 


papers, 13 Bde. u. Index]. — George Salmon (1819—1904). — Julius Plücker (1801—1868) 
[Gesammelte wissenschaftliche Abhandlungen, 2 Bde.] 
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Die drei Pascalpunkte liegen also auf einer Geraden: der Pascalgeraden 
153 
426 

Koordinaten «&(a)+ 8(b) + y(c) sind dann Punkte dieser Pascalgeraden. 
Zu ïhnen gehôren mehrere, die gegen gewisse Vertauschungen /1 der 
Ziffern 1, ..., 6 invariant sind, Diese Punkte müssen dann auch auf den 


) (Pascalsatz, analytischer Beweis). Die sämtlichen Punkte mit den 


: 15£ 
Pascalgeraden liegen, die aus Le À durch die Vertauschungen 1 ent- 


stehen, Hierbei ist immer vorausgesetzt, daR « (a) + 8 (b)+y(c) die 
Koordinaten eines Punktes und nicht das Nulltripel (0, 0, 0) bedeutet. 
Da die drei Pascalpunkte einer Pascalgeraden immer verschieden sind 
(vgl. $ 1, S. 184), kônnen (a+ b), (b+c), (c + a) niemals Nulltripel sein, 
stellen also Punkte der Pascalgeraden dar. Jedes dieser Koordinaten- 
tripel bleibt bei einem gewissen Sechserzyklus ungeändert und nimmt 
bei Umkehrung der Reïhenfolge im Zyklus den Faktor — 1 an; man kann 
also auf jeder Pascalgeraden in folgender Weise die drei Kirkmanpunkte 
kennzeichnen: 


et Eutrtots hors )= (500) (ar) 


D 210 
=— * #k— + A k 
o(c+a) er ht l 1t2 © 215 Q on) En 


GA 
Der Kirkmanpunkt ‘| ist z. B. invariant gegen die Permutationen 


(1,2,3):(6,5,4) und (4,5,6)-(3,2,1); durch ihn gehen also die drei 


P d Le Ua) A 
ascalgeraden (40 4h Vé2sh 514) 


Die anderen Permutationen, gegen die der Kirkmanpunkt invariant ist, 
liefern dieselben Pascalgeraden. 

Um von einem Kirkmanpunkt zu den drei mit ihm inzidenten Pascal- 
geraden zu gelangen, durchläuft man zuerst das Zeichen des Kirkman- 
punktes in der Zickzacklinie und mit der so festgestellten Reïhenfolge 
der Ziffern versieht man in zyklischer Umlaufung das Zeichen der Pascal- 


geraden. 


CD) — (ED (CUT 


Die Umlaufungsrichtung ist dabei gleichgültig (Spaltenvertauschung 
im Zeichen für die Pascalgerade), ebenso die Zeiïle, in der man mit dem 


Umlauf beginnt. 


Levi, Geometrische Konfigurationen. 13 


12 
65 
4,9 
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Wie aber (27’) zeigt, erhält man die drei auf derselben Pascalgeraden 
liegenden Kirkmanpunkte in genau derselben Weise. So ergibt sich der 


An Gr 


Satz 4 (Kirkmansatz). ,Die 60 Pascalgeraden ( ) und die 60 Kirkman- 


punkte es Ds 54) bilden eine schematische 60,, 60,, und zwar ist stets inzident 


DU De 
Fe dy <à — Fe y “| Fe (Le * de Ge à 
ANA Ge G5 da)” ‘ar Gi A3)? Ü@y Ag da 
d se b, _ me : b, à ê b, ’ de b, + 
He FAR: DA D ND RAD HDI DA 
Setzt man C, = C1, dy — di, so kann man schreiben 


C1 Co C3 5 ( | ; l)- 927 
Graal re re 7) 


rt 


(28) 


Aus dieser Formel ergibt sich sofort, da8 die 


AREA 
drei Kirkmanpunkte É 4 (4 DE Ci nel Ja) 


| Ci+a 


PA COArn re ce D 
OI cri) 


auf einer Geraden liegen, da rechts die Summe der drei Klammern 
verschwindet. 


Die durch das Punktetripel (29’) bestimmte:) Gerade heilit die 


Cayley-Salmon-Gerade fe ” . ï — dé . * | (29) 
AVR AtS CRE 


Es gibt 20 solche Geraden; jede ist mit drei Kirkmanpunkten inzident. 


1) Nur in dem Falle, daf die Kirkmanpunkte (29°) zusammenfallen, bestimmen sie die 


o . 0 . G C C 
Cayley-Salmon-Gerade nicht eindeutig. — Das Zeichen . d 4 läft nur die Invarianz gegen 
| 1 Go dy 
die von den Permutationen (C1 Co G)s (du dd); (cd) )-(c, ds) erzeugte Gruppe der 
nu 18 erkennen, Eine Bezeichnung, die alle 36 zulässigen Transformationen erkennen lieBe, 
a C1 C3 Ca || © Co | 
wäre i ändli i Î ür di 
( d, ds dé | |d, de di > die aber etwas umständlich ist, Entsprechendes gilt für die 
Steinerpunkte, 
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Um zu entscheiden, ob ein Pascalpunkt mit einem auf derselben Pascal- 


geraden liegenden Kirkmanpunkte zusammenfallen kann, bilde man das 
Doppelverhältnis 


RAID ©. : o | 
et NES ONE 


[nach (25), (26), (27), Da Zähler und Nenner + 0 sind, kann das 
Doppelverhältnis weder 0, noch 1:0 werden, wohl aber 1. 


Ep À - el et 
Es k 
s kann also Le nicht mit \(45) oder (2 3) zusammenfallen und 
(34) 


| dann und nur dann zusammen, wenn PA — Ê .] ist 
(6 1) É 36 5 2 à 
Es gehôren also die Kirkman- und Pascalpunkte derselben Pascalgeraden 
paarweise als voneinander erreichbare Punkte zusammen. Das 
folgende Schema gibt die mit einem festen Kirkmanpunkt durch Pascal- 
geraden verbundenen Pascalpunkte, an letzter Stelle immer den erreich- 
baren an; die letzte Hauptspalte zeigt an, wie diese Pascalpunkte sche- 
matisch aus dem Zeichen des Kirkmanpunktes abgeleitet werden. Die 
Sonderstellung der erreichbaren Pascalpunkte fällt unmittelbar auf. 


fallt mit 


Kirkman- durch ihn die 
punkt: Pascalgeraden: darauf die Pascalpunkte: 


Ge) leuh lost lon 22e ee 1e] 
Ga Gso (ah lea tua) pi. ll 
CN Den dt 


Fallen auf Ge ; zwei Paare erreichbarer Pascal- und Kirkmanpunkte 


LEA 

DAULE Gino TE 

und es fällt auch das dritte Paar zusammen. Es ist in diesem Falle 
nach (26) 


426 


zusammen, So ist 


(a) + (b) + (c) = 0. 
Gilt umgekehrt diese Gleichung, so folgt aus (26) 


1-0 o+104-Hao=0 


196 Kap. V. Die Pascalfgur. 


Da aber p,(a) und @,(b) stets verschiedene Punkte sind, kann die 
letzte Gleichung nur erfüllt werden, wenn die Koeffizienten verschwinden, 
d. h. die drei Doppelverhältnisse gleich sind. 

Liegt dieser Sonderfall nicht vor, so ist g(a + b+c) ein mit der Ge- 
6) inzidenter Punkt; er ist invariant gegen beliebige zyklische 
Vertauschungen in den Z/eilen, gegen gleichzeitige ungerade Permu- 
tationen in beiden Zeilen und gegen Vertauschung der Zeilen mit- 
einander. Deshalb liegt er auf noch zwei anderen Geraden. Es ist 
nämlich 


ete e(rttrtete ot t et) 
_l168l1_ fi3511 
= {26} lézal) 


nsdent mit (024). (254) (542). 


raden 


Allgemein: der Steinerpunkt 
Re ARE | D 
aa, = ||d did: LI LE PAPA TRE (20) 
ist inzident mit Fe Ca 4! Ga C2 . Ga 
: di did LE HG le 


Die ed (Se 
FUÉRRRERE oss 


(Cr “ 1 s (Co ds) 
_ +) a | 2 = e. +); 
Fe mali dore RG ee) 

folglich ist nach (19): 
C1 Co Ca \ 1 di  Gd ds CG  d Ca = G d; 

Gui Ur a 4 ) c (Z Fe ) 
le ll Dre 
Cÿ |Cita di (din los d 7 Se 


Bildet man entsprechend: “a Ca “i — Fe Ca à) _ 
de de di Q (a), d, A da KE Q (as), 


So wird o nn Le Le + (tu) 
4 73 


) verbindet die Pascalpunkte 
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_ o Ci-1 di / Ci / __ Ci-1 / di Ci / 
(Z | Ci |Cita ns din ee di IR di: ns a 
und e (*} . Fi : +4] sl » à +%] Co c a) 
da d; (: FRE, A da re ds da DES 
A _— Ci 
ss e » | C; pe Le Cia 2° 1e HR ie 1 
i 3 


j = 1,2, 
2 d, de, AE 
Z | À, | dy+ es »2 ja À a 


»= 1,9, u= 1,92,8 
Nun ist aber 
| QE LE ke, 
D et Fe E L | Xa, la, Ka, la, | DE DPHgi Ci | 5 
d; POS NN NO AN PURE rt | EE Cu l'on 
|’ | ds À, #d, Àa, 


folglich ist 


É, Ca Ce c < c c Co C _ 
. Ja, Jam + Je Ja, "a+ ‘Ja Ja fa %)=0: 


Die drei Pascalgeraden, die durch zyklische Vertauschung der Indizes 
in einer Zeile auseinander hervorgehen, gehôren also stets zu einem 


© 


Büschel. Da die (a;) keine Nulltripel sein kônnen, und die DE 0: 
V 


müssen diese Pascalgeraden entweder alle drei zusammenfallen oder alle 
drei verschieden sein. 
Zu diesem Büschel gehôrt auch die Gerade 


e(m+m+u)—=e D. ne é een En 1): 


falls dies kein Nulltripel ist, 
Es wird jetzt gezeigt, daB diese Gerade eine ee Gerade ist 
und daB auf solchen Geraden gewisse Steinerpunkte liegen. 


nn 


Auf ihr liegen die Kirkmanpunkte 


{a 24e ou Dre F ne) = @1 (a, Bi, 71) 


î=1,2,3 j=1,2,3 

e CC es 
En (Zara Eater) — (Bar 7) 
Giitre(irx -Zorm)- etre 


Hierbei c, = ©, dà= di, ax + Pr + ya = 0, für & = 1, 2,3. 
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Man kann daher die Koordinaten in der Form 


EE V1 Gi 1 RE 
0 Ba Ya 1}, |Ya do l}, |@ Pa 1 
Ps Ys 1 Ys Gs 1 pe Bs 1 


angeben. Dieses Koordinatentripel wird nur dann das Nulltripel, wenn 
die drei Kirkmanpunkte zusammenfallen. 
Durch Einsetzen ergibt sich dann unter Benutzung von (19) 


( C1 Co Ca ) +. ( Gi dite Gi dire + Cj it un Cj dite 
| di dada) — n ) 


Co di+kt Cj dires Cÿ dirige Ci dir 
hr NN UN, i jh 


Cio 


Die Summation ist hier immer so zu verstehen, daB die Summations- 
buchstaben unabhängig voneinander die Ziffern 1, 2, 3 durchlaufen. 
Nun ist aber 


C; d; CC 
$= Dot D'E __ Ss—0 
SEE Ci ditr a jE Cj dix 
a Gi dise Je djtr-1 CG dite Cj dir 
_ — — —=. — — —0 
qe. C7 djtk-r IC Ur + Cv dira UT dre 
d,7,k 1,7,k a,d,k LI 
also: 
| C1 Co Cs j Ci dire 
== © ( —0Q— — 
| di d: ds | 2 Cj djtrn 
2 Ci Gil (6 d, C d, 
= 5( — -L o— + (e) ) 
2 Ci dy 2 d, Ci+1 dy-1 
Nun ist 
C dy 1 Ci d 
+ Re ®) O | — 0; ebenso dr = 
re Ci dy+a 2 s À, G\d, 2 Gi |dyra 2 Ci de 
Also ist 
[G: Cac | , CR & d; 
dust JA ee RS 
273 te Citi pr TA C| Cia FAFAG Ci+i dix 


und dabher ist 


(à ad ) ” Ze. ci Ha) Re qe) =0(a + a +as); (32) 
( C1 Ca Cal 


) geht also durch den Stei kt { CrieS Ga 1. 
| ds ds d: | einerpun di 4 d, | 
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Diese Resultate werden in zwei Sätzen zusammengefafit: 


Satz 5 (Steinersatz). , Die drei Pascalgeraden ii 2 0) é a É ‘ si 
dits Na) did 


fallen entweder zusammen, oder sie sind drei verschiedene Geraden, die durch 


- ; C1 Ca C CT 
einen Punkt, den Steinerpunkt { D à F } == { : " . } gehen.  Abgesehen von 


einem Sonderfall, in dem das Zahlentripel verschwindet, stellt 
| C1 Co C3 À 


ADD e —4#— + De =) die Koordinaten von ( nu 1) dar. 


+1 | Cj 
Satz 6 (Cayley-Salmon-Satz). ,Die drei Kirkmanpunkte 
ea Re De 
Lidl d Je dd ds 
fallen entweder zusammen, oder sie liegen auf der Cayley-Salmon-Geraden 
| Ca Ca a )= ele o( ME d; }): 
(a di do d; | | ds dd | 2 Ci nn dildjn Ci+1 dt : 


FEU 


auf dieser Geraden liegt auch der Steinerpunkt { 


Jede Pascalgerade ist mit einem Steinerpunkt, jeder Kirkmanpunkt 
mit einer Cayley-Salmon-Geraden inzident. Zusammen ergeben diese 
Elemente schematisch eine 80,, 80,, die in sich selbst übergeht, wenn 
man die Klammern {} und () vertauscht. Die Kirkman- und Pascal- 
punkte bilden eine schematische (60),, (45),, wenn man ,Erreichbarkeïit 
an Stelle der Inzidenz setzt. 

Aufgaben: 1. Fällt ein Paar erreichbarer Pascal- und Kirkman- 
punkte zusammen, so fallen noch drei andere derartige Paare zusammen. 

2, Man ermittle die lineare homogene Beziehung zwischen den drei 
Pascalgeraden, die durch denselben Kirkmanpunkt gehen. 


$S 4 Die Bauerkegelschnitte. Polare Beziechungen. 


Die Definition der Kirkman- und Steinerpunkte, wie auch der Pascal- 
und Cayley-Salmon-Geraden setzt die Einteilung der sechs Grundpunkte 
in zwei Dreier (Zeilen) voraus. Zu jeder solchen Einteilung gehôrt aber, 
wie der folgende Satz von Bauer!) zeigt, ein Kegelschnitt, dessen Polaren- 
feld in enger Beziehung zum Pascalnetz steht. Es wird deshalb zunächst 


bewiesen der 


1) G. Bauer, Über das Pascalsche Theorem. Sitzungsber, der k, b. Ak. d. Wiss., math.- 
phys. K1. XI (1877). 
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Satz 7? (Bauersatz). ,Sind zwei Dreiecke mit zusammen  sechs verschiedenen 
Ecken Ro desselben nicht ausgearteten Kegelschnittes B, so liegen 
die sechs Ecken auf einem Kegelschnitt C.  Sind andererseits {1}, ..., {6} 
sechs verschiedene Punkte eines nicht ausgearteten Kegelschnittes C, so gibt es 
genau einen nicht ausgearteten Kegelschnitt B  (Bauerkegelschnitt), zu dem 
{1}, {2}, {3} und {4}, {5}, {6} als Polardreiecke gehôren." 
Beweis: Sind p (24, x#, x#) und 0 (x°, æ,, x,) konjugierte Punkte 
eines Keg'elschnittes 
D 'arti 2, = 0, wobei 4; — ay: (vel. Kap. I, $ 5, Bezeichnungsregel I), 
ik 
so ist Da; x* x, — 0 (notwendige und hinreichende Bedingung). 
ik 
Diese Gleichung ist genau dann für (u, ») — (1, 2), (2, 3), (3, 1), (4, 6), 
(5, 6), (6, 4) erfüllt, wenn die Dreiecke {1}, {2}, {3} und {4}, {5}, {6} 
Polardreiecke von D'a;,2;2, — 0 sind. 


Damit eine solche symmetrische Matrix (a;4) existiert, mul 


mat gta atat (atat+atat) (ata+ aa) (a! ne 
D DIN DUT Cd EE RTE) TE TI LCR CENTS ELE) 

UE HD dd Et TT Ted, CA 2 Pl ce, Se x) +. 
LT Di NUE D) DE TL RE Der) 
CAEN Lt A OR CIM TOIAIT, de, A) PU %) 
mat fat ant (atai+atat) (afat+ ait) (af at + af at) | sein. 


Die symmetrische Matrix (a;;) ist dann und nur dann eindeutig bestimmt 
(bis auf den willkürlich bleibenden gemeinsamen Faktor der Elemente), 
wenn der Rang der Matrix von Z den Wert 5 hat. Da {4}, {5}, {6} 
ein Dreieck bilden, kann man das Koordinatensystem so wählen, daR 


{4} EE Qa (1; 0, 0) {5} — Q5 (0, 1, 0) {6} = 06 (0, 0, 1) wird. 


Es wird dann, wie man leicht verifiziert 


1 2 1752 1 2 LR ir 1 Se ER | 

LUE | DT LR RETET 

A 12 8 2 8 2 83 2 3 2 r2 2 
À — Lili Us Le ly | = | Li La Lo 3 Us LU; |. 

3 1 SL 8 d CARS: 8 3 8 3 

ML NU RD LE | Di ARE Te 


Dafür, daB der Rang der ursprünglichen Matrix — 5 wird, ist notwendig 
und hinreichend, da der Rang 


2 ra 12 

PU NA di 

Ç __ 2 x RS: PC) 
R(M)=R|xix aa aa ]—2 

3 x! MS 1 3 L 

TX 1 Te Te Ta T3 
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ist. Wird nun vorausgesetzt, da$ die beiden Dreiecke Polardreiecke 
desselben nicht ausgearteten Kegelschnitts sind, so muB J— 0 sein, und 
die Punkte {1}, {2}, {3} liegen auf einem Kegelschnitt 


GX La +0 La ts +CXs% = 0, 


auf dem auch die Eckpunkte des Koordinatendreiecks, also {4}, {5}, {6} 
liegen. 

Wird aber vorausgesetzt, daR die sechs Punkte auf einem nicht aus- 
gearteten Kegelschnitt liegen, so muB dessen Gleichung von der eben 
angegebenen Form sein und daher 4— 0 sein. Da der Kegelschnitt 
nicht ausgeartet ist, kann keiner der Punkte {1}, {2}, {3} auf einer Seite 
des Koordinatendreiecks liegen; es sind also für t,k — 1, 2, 3 sämtliche 
æ; +0. Daraus folgt, daB zwei Zeilen von M nur dann voneinander 
abhängig sein kônnen, wenn von den gegebenen Punkten zwei zusammen- 
fallen — entgegen der Voraussetzung. Es ist also N (M) — 2, und es gibt 
genau einen Kegelschnitt B, zu dem beide Dreiecke als Poldreiecke ge- 
hôren. B kann nicht ausgeartet sein, da es in ausgearteten Polarfeldern 
keine Polardreiecke gibt. — Damit sind beide Teile des Bauersatzes 
bewiesen, 

Die sechs Grundpunkte der Pascalfigur lassen sich auf zehn verschiedene 
Arten in zwei Dreiecke: 


[C1 Co Ca} [d: de d;] 
einteilen. Jeder solchen Einteilung entspricht ein 


(C1 Co Cs) : 
(d: d, ds). C5) 


Hinsichtlich (33) entsprechen sich die in folgendem Schema unter- 
einander stehenden Punkte und Geraden polar: 


Ë ; 7. (C& d;) Ci Ci Ck (Ÿ Cj 0 Ci Cj Cr À _ { Cr Cj Ci | 

{eh tdi (ordi) he . (@ d 1) didsds) \diddil — Uddd| 
(c; ce)| fdicedi\ [Ci C; Cx| (Ci C; Cr ( Ci Cj Ck )= ( Cy Cj Ci ) 

ae a {a a te, Wa A {a dd dd] (dd 
Aus dieser Polarität folgt, dal die drei Kirkmanpunkte und der Steiner- 
punkt auf einer Cayley-Salmon-Geraden dasselbe Doppelverhältnis haben, 
wie die drei Pascalgeraden und die Cayley-Salmon-Gerade, die durch den 
entsprechend geschriebenen Steinerpunkt gehen. Mit Hilfe des Bauer- 
satzes kann man daher den Cayley-Salmon-Satz aus dem Steinersatz ab- 

leiten oder umgekebhrt. 

Jeder Linearkonstruktion mit Hilfe der sechs Grundpunkte entspricht 
polar eine Linearkonstruktion aus den Geraden (c; &), (dj dy). Durch 


Polarität an einem beliebigen Bauerkegelschnitt geht also das Netz in 
sich selbst über; sechs Punkte eines nicht ausgearteten Kegelschnitts 


Bauerkegelschnitt 
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werden dabei sechs Tangenten eines Kegelschnitts. Durch Zusammen- 
setzung von 2 » solchen Polaritäten erhält man Kollineationen des Netzes 
und kann leicht Systeme von Netzpunkten angeben, die auf einem nicht 
ausgearteten Kegelschnitt liegen; z. B. 


(he ES ESME SNS 
sp Le) (dd))" Ua c)) U(dd)) \(@ ci) 
Auch durch Polarität an den Bauerkegelschnitten des durch (1‘) be- 


stimmten Kegelschnitts wird das Pascalnetz in sich selbst übergeführt usw. 
Die Polarität an dem ursprünglichen Kegelschnitt 


Li La + Lo Es À La M = 0 (8) 
ordnet dem Pol o(x,,%,,%:) die Polare G(u;, U3, Us) Zu, 
wobei w—=x%r; +2 (ik, l Permutation von 1, 2, 3) ist. 


OR ER # 
Da nun aber — + = — — 
PET RS r|s 


und zwei entsprechende Gleichungen gelten, wird zugeordnet 


dem Pol po (Z'ats) die Polare po (Zats) 


Durch diese Polarität geht das Pascalinetz in sich über. Aus sechs 
Punkten auf einem nicht ausgearteten Kegelschnitt erhält man durch 
Vertauschung der Zeichen Ÿ und ?  stets sechs Geraden einer nicht 
ausgearteten Kurve 2. Klasse. Ebenso geht das Netz in sich über bei 
Polaritäten an allen Kegelschnitten, die aus (8) durch Kollineation des 
Netzes entstehen; hierzu gehôrt z. B. der durch die Punkte (1%) be- 
stimmte Kegelschnitt. 

Jedes Pascalnetz ist zugleich ein Brianchonnetz, das man z. B. erzeugen 
kann durch die sechs Tangenten, die man in den Grundpunkten an den 
Kegelschnitt (8) legt; diese bilden ein Brianchonsches Sechsseit. Im 
einzelnen ergeben sich die Eigenschaften einer Brianchonfigur durch 
Polarität aus der Pascalfigur; in den Koordinatendarstellungen sind nur 
die Zeichen Ÿ und ? zu vertauschen. 


$S 5. Perspektive Dreieckstripel in der Pascalfigur. 
Plückergerade und Salmonpunkte. 


Sind drei Dreiecke paarweise perspektiv und haben sie dasselbe Zentrum 
der Perspektivität, so schneiden sich die drei Achsen der Perspektivität 
in einem Punkte (vgl. Kap. IV, S. 143). Solche perspektive Dreiecks- 
tripel lassen sich in der Pascalfigur mehrfach nachweisen, Ihre Auffindung 
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ist zum anschaulichen Erfassen der Inzidenzen wichtig; auch kann man 
aus ihnen synthetische Beweise der Inzidenzsätze ableiten. 
1. Auf den drei Pascalgeraden, die durch denselben Steinerpunkt — 


153 
z D. ( 4) — gehen, bilden die neun Pascalpunkte ein Tripel per- 


spektiver Dreiecke I, II, IL Die Achsen der Perspektivität sind drei 
Pascalgeraden, die im hier behandelten Falle eine Zeile mit ung'eraden 
und eine Zeile mit geraden Ziffern enthalten. [Die Richtigkeit dieser 
Behauptung ergibt sich aus der beigefügten schematischen Abb. 50. 


© 


a —$# 


Abb, 50. 


1163] 
1642] 
Überlegung liefert einen synthetischen Beweis des Steinersatzes; denn es 
folgt aus dem Pascalsatz allein, daf die Dreiecke I, IL, III paarweise per- 
spektiv sind. vi | sn Be 
: Ci d; Ci Ca Ce CCC ; Te: : 
Die Punicte (1e “A { De } { Doi } und die Geraden Cru (cid;) 
(wobei à ++, j +j') bilden eine Konfiguration 20,, 15,, und es gibt zehn 
solche Konfigurationen. 


Der Schnittpunkt dieser drei Achsen ist der Steinerpunkt ( ). Diese 
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9. Auf den drei Pascalgeraden, die durch denselben Kirkmanpunkt 
15 

gehen — z. B. me 

Tripel perspektiver Dreiecke [hierzu die Abb. 51]. Das Dreieck A be- 

steht aus den vom Kirkmanpunkt erreichbaren Pascalpunkten, B und C 

aus den nicht erreichbaren. Die Achsen der Perspektive von A und C 


| —, bilden die neun Pascalpunkte gleichfalls ein 


Abb. 61. 


und von B und C sind Pascalgeraden, die sich nach dem Steinersatz in 


En 


26) schneiden müssen. Aus dem Pascalsatz ergibt sich so ein 


synthetischer Beweis des Kirkmansatzes. Aus der Per- 

spektivität von B und C folgt dann, daf Sal el me. vel 

| 246)’ 1624J° \462/’ |1426| 

auf einer Geraden liegen; das ist ein synthetischer Beweis des 
Cayley-Salmon-Satzes. 
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3. Auf denselben drei Pascalgeraden, wie in 2, bilden die von den Ecken 
von C erreichbaren Kirkmanpunkte ein Dreieck D. Die entsprechenden 
Seiten von © und D schneiden sich in drei Steinerpunkten, die also auf 
einer (reraden liegen müssen, Durch Ziffernvertauschung ergibt sich 
dann, da von den vier Steinerpunkten 


ss a a rs | 
see SE Se 2) 
je drei auf einer Geraden liegen müssen. Also liegen sie — auch wenn 
einige von ihnen zusammenfallen — alle vier auf derselben Geraden: 
(12 
der Plückergeraden (34)1. Es ergibt sich also synthetisch der 
(5 6) 
b 
Satz 8 (Plückersatz). Die vier Steinerpunkte { Gabics ï { b163 1 ! Re à 
labo] (label) [abc 
La, bc | (on da) * 
{ ci Fr | liegen auf einer G'eraden, der Plückergeraden |(b,b,)}. (34) 
CL 9721 (e, Ca) 


4. Es liegt die Vermutung nahe, daB zum Plückersatz ein duales 
Analogon existiert, Deshalb betrachte man die drei Cayley-Salmon-Geraden 


l514| 614 te 
(23): (523): 618) 
15741 15241 
( 15231 y ) 


16231 ( cs) 16731 
TT 
fl 
y 


RS 


CRE 
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Auf ihnen findet man (vel. die Abb. 52) sechs Kirkmanpunkte als Ecken 
zweier Dreiecke, deren Seiten Pascalgeraden sind. Die Schnittpunkte 


246 ‘ 
entsprechender Seiten sind die Pascalpunkte der Geraden par Die 


beiden Dreiecke sind also perspektiv, und die drei Cayley-Salmon-Geraden 
(7 2)] 

gehen durch einen Punkt: den Salmonpunkt (34)f. 
(5 6)] 


Man gelangt so zu dem 


Satz 9 (Salmonsatz). , Die vier Cuyley-Salmon-Geraden (+ LEE a. be 
Co 


ep 


| 
1 | 
Ca | 
las bc fl b,c| “aa 
( de ant CNE Jgehen durch einen Punk den Salmonpunkt/(b, b,). (35) 
[@2 01 Ca|/”" \]@: Da Co 
(C1 Co) 
Steinerpunkte u. Plückergeraden bestimmen schematisch eine 203,154. 
Salmonpunkte u.Cayley-Salmon-Geraden , s r 1DS 20, 
Zusammen ergeben diese Punkte und Geraden eine 35,, 354. 


S 6. Anwendung der Automorphismen') der @, auf die 
schematische Darstellung der Pascalfgur. 


Vor allen anderen symmetrischen Gruppen hat die ©, die Eigenschaft 
voraus, dal sie nicht triviale Automorphismen besitzt (vel. Kap. I, $ 7, 
Satz 18 u. 19, S. 33). Es gibt 6! solche nicht triviale Automorphismen. 
Jeder von ihnen hat die Eigenschaît, daR er den Zweiern: (12), ... die 
Zweiertripel (a, b)-(c, d)-(e,f), ... zuordnet und umgekehrt, 

Bei dieser Zuordnung entsprechen sich immer: 


zwei Zweier mit einer gemeinsamen Ziffer und zwei Zweiertripel 
ohne gemeinsamen Zweier, 

" , ohne eine gemeinsame Ziffer und zwei Zweiertripel 
mit gemeinsamem Zweier, 


Den fünf Zweiern, die eine feste Ziffer 1 (bzw. 2, 3, 4,6, 6) gemeinsam haben, 
entspricht dann ein Quintupel von Zweiertripeln (15 verschiedene Zweier), 
das mit Z (bzw. II, III, IV, V, VI) bezeichnet wird (vel. Kap. I (35)). 
Jeder Permutation der arabischen Ziffern ist durch den Automorphismus 
eine RUsno der rômischen Ziffern ein-eindeutig zugeordnet. Ferner 


1) Der Grundgedanke dieses Fr findet sich bereits bei Cayley (Coll. papers 6, 
S. 116—122). Eine ausführliche Darstellung erhielt diese Theorie durch G, Veronese (Ann. 
di mat. (2) Bd. 11, S. 148—936 u, 284— 290). 
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gehôrt jedes Zweiertripel zu genau zwei Quintupeln, z. B. { und /1, und 
wird dementsprechend mit [7 7] (bzw. [1 III], ..., [V VI]) bezeichnet, 
Man braucht jetzt die ,Zweier“ und ,Zweiertripel“ usw. nicht mehr als 
Permutationen aufzufassen, sondern es genügt, sie lediglich als Ziffernpaare 
bzw. Tripel von Ziffernpaaren usw. anzusehen; man hat dann — und 
zWwar durch jeden der 6! nicht trivialen Automorphismen — jeweils eine 
formale Beziehung erhalten zwischen den 6! Ziffernkomplexen in arabischen 
Ziffern, die geschrieben sind, wie die Permutationen der @, in Zyklen- 
darstellung, und den 6! Ziffernkomplexen in rômischen Ziffern, die ge- 
schrieben sind, wie die Permutationen der ©, in Zyklendarstellung mit 
den Eigenschaften: 


1. Die Beziehung ist ein-eindeutig. 

2. Jeder Permutation der arabischen Ziffern entspricht ein-eindeutig 
eine Permutation der rômischen Ziffern (und umgekehrt), 

3. Dem Produkt zweier Permutationen der arabischen Ziffern ent- 
spricht das Produkt der entsprechenden Permutationen der rômi- 
schen Ziffern (und umgekebrt). 

4, Den Zweiertripeln von arabischen Ziffern entsprechen die Zweier 
in romischen Ziffern (und umgekehrt). 


Hat man nun irgendeine Grôbe F, die Funktion von Zweiertripeln 
(arabisch) ist, so ist F — vermôge der vorgenommenen Zuordnung — 
zugleich Funktion der Zweier (rômisch). Der Gruppe der Vertauschungen 
der arabischen Ziffern, gegen die F invariant ist, entspricht eindeutig 
eine zu ihr (1)-isomorphe Gruppe aller Vertauschungen der romischen 
Liffern, gegen die F invariant ist. In manchen Fällen hat F als Funktion 
der rômischen Ziffern ein einfacheres Aussehen als in der ursprünglichen 
Form. 

Aus diesem Grunde werden die Punkte und Geraden der Pascalfigur, 
die uns bisher als Funktionen der Ziffern 1, ..., 6 gegeben sind, als 
Funktionen der Zweiertripel dieser Ziffern umgerechnet und auf Grund 
der vorgenommenen Zuordnung dann als Funktionen der Zweier von 
rômischen Ziffern, zuletzt als Funktionen der rômischen Ziffern selbst 
dargestellt. 

Jedes Zweiertripel, z. B.1) 


(a, b,) (Go, b,) (da, b;), 


bestimmt ein-eindeutig ein Dreieck, dessen Seiten durch die Zweier 
definiert sind. Dieses Dreieck ist den sechs Grundpunkten (1) um- 
beschrieben; seine Ecken sind Pascalpunkte. Fügt man ein zweites 
soches Dreieck hinzu, das mit dem ersten keine Seite gemeinsam hat, 
z. B: (a,,b,)- (a, b;)-(a,, b), so bestimmt dieses Dreieck eindeutig ein 
nicht orientiertes Sechseck, das die Grundpunkte zu Ecken hat; die 


1) Um keine der 6! môglichen Zuordnungen auszuzeichnen, werden im folgenden die arabischen 
Liffern durch Buchstaben (mit oder ohne Index) ersetzt. 
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Seiten der beiden Dreiecke alternieren bei Umlaufung des Sechsecks. 
Dem Dreieckpaar ist damit ein-eindeutig die Pascalgerade 


de le ) zugeordnet. 


Den beiden Dreiecken entsprechen die beiden Systeme von 


»Schrägstrichen“ (as, bi) (a, bi). 


Da die Dreiecke keine Seite gemeinsam haben, werden sie durch rômische 
Ziffernpaare mit einer gemeinsamen Ziffer beschrieben, und umgekehrt 
gehôrt zu jedem solchen System von zwei rômischen Ziffernpaaren mit 
einer gemeinsamen Ziffer ein derartiges Dreieckspaar und daher eine 
Pascalgerade. Man kann also setzen: 


L 1 A3 3) 1 ) 
CNE É À ” #2 ne il (36) 


Zu den drei Pascalgeraden, die durch den Steinerpunkt 


Ga) sn $ 
tt à AB al Gt 


gehen, gehôren die Dreieckspaare (a;, b;,,) (ai, bi) bzw. (@, bis) (@i, bi) 
bzw. (ai, b;) (a;, b;_;), also insgesamt drei Dreiecke, die paarweise keine 
Seite gemeinsam haben, paarweise also mit einer gemeinsamen rômischen 
Ziffer geschrieben werden; insgesamt sind dann mindestens drei ver- 
schiedene rômische Ziffern nôtig. Entsprechendes gilt für 


ut tal : 
En hp nine (377) 


Jedes zu $, gehôrige Dreieck hat aber mit jedem zu S, gehôrigen Dreieck 
eine Seite gemeinsam. Die zu $, und die zu 8, gehôrigen Dreiecke 
werden also mit verschiedenen Ziffern geschrieben. Folglich gehen die 


fe 11 III 
Gr). Gr) Gr) a 
und die (37) 


Gr) Ge dry QUECRESESCTSSGE 
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ab 
Der Pascalpunkt É 4 liegt auf vier Pascalgeraden. Jedes zu einer dieser 
Geraden gehôrige Dreieck hat eine Seite mit (a,b)-(c,d):(e,f) = (V VI) 
(ohne Einschränkung der Allgemeinheit) gemeinsam. Diese vier Pascal- 
geraden werden also nur mit den /, 11, III, IV geschrieben. 

In Frage kommen nur die vier Dreiecke 


ue e):(d, f) (c, d)-{ -(b, f) 
,b)-(c, f):(d,e) (c, d done d). 


Da die untereinander stehenden jeweils einen Zweier gemeinsam haben, 
also mit verschiedenen rômischen Ziffern geschrieben werden, kann man 
(ohne Einschränkung der Allgemeinheit) diese Dreiecke folgendermaken 
bezeichnen: 

ES A À [ Z IV] 
[III IV] III] 


Die vier Pascalgeraden kônnen daher nur sein: 


Gn) Gon) Grn) Gin) 


Diese sind also inzident mit 


ea termt 69 


Jeder Kirkmanpunkt ist inzident mit drei Pascalgeraden. Umläuft man 
das Zeichen für diesen Punkt zyklisch, so erhält man die Ziffern einer 
dieser Pascalgeraden bei Durchlaufung in der Zickzacklinie; man be- 
kommt also abwechselnd die Seiten der beiden zur Pascalgeraden ge- 
hôrigen Dreiecke. Vertauscht man die Spalten, so bekommt man das 
entsprechende für die anderen beiden Pascalgeraden. Insgesamt liefert 
das Zeichen eines Kirkmanpunktes drei Dreiecke 


1 Us Ds OM O0 re î} É Oo À 
a) (i a o—0 l Oo l QU 
Je zwei von ihnen bestimmen eine mit dem Kirkmanpunkt inzidente 
Pascalgerade. Diese drei Dreiecke und auch die durch die ,Schräg- 
striche“ bestimmten Zweiertripel (a, b;:3) = [1, II], (a, b;-;) = [1, III] 
haben paarweise keinen Zweier gemeinsam; sie müssen daher alle eine 
rômische Ziffer gemeinsam haben, die J. 


k I | 
Ist also die Pascalgerade (as) == al so sind die 


b, b,b, 
a : 
Pascalgeraden . : ee) ; (x = inzident mit 
1 
dem Kirkmanpunkt . : + | — he Le (39) 


Levi, Geometrische Konfigurationen. 14 
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Aus Satz 5, Satz 6 und (37) ergibt sich dann: 


J IT | Par) IV V VI} liegen auf der 
Die Punkte pr Lrvr ’ IV V VI ; { } 1 ei 
a UE A] ra VA Gi dl _— 40 
Cayley-Salmon-Geraden (ss 0 1) Fe (, b, 1) (TL) (40) 
ae (lGi Ge Ga 2 (ls Go 2 CT) (40°) 
Entsprechend ist (hs je pl) (os b,b| ( ) 


Ferner kann bezeichnet werden 


(G1 Go G3) (BTE) 
der Bauerkegelschnitt (b, ; b,) — HV VVD. (41) 


Bei der Polarität an (41) entsprechen dann 


den Polen {111111} die Polaren (1V V V1) 
{IV V VI} (TT) 
L I 
(rm V VI CG mn) 
IT LT 
ri) Gr) 
{ LEE l ( PET (42) 
IV V VI fon 
(rirm) re 
CHR V VI 
LA 4 
TIPIALEE (Gr) 
VI DEL 
tr 711) Er 


Zu Es “ a | — {T1ITIITY gehôren drei Dreiecke, Vertauscht man ein 
ROSE 


a, mit b,, so bleibt eines davon ungeändert; es wird also nur eine der 
drei romischen Ziffern durch eine neue ersetzt. Die vier Steinerpunkte 


auf einer Plückergeraden haben also paarweise zwei rômische Ziffern 
gemeinsam. Daraus folet: 


Die vier Steinerpunkte {7 11 111}, {I IT IV}, {I II V}, {I II VI} liegen auf 
einer Plückergeraden COEPU (43) 


Die vier Cayley-Salmon-Geraden (1 11 111), (111IV), (IIV) (Z IT VI) 


gehen durch einen 


Salmonpunkt UTIT PO VO T*. (44) 


$ 6. Anwendung der Automorphismen der @, auf die schematische Darstellung d, Pascalfigur. 911 


So erhält man für die Inzidenzen folgendes Schema: 


Pascalpunkte Kirkmanpunkte Steinerpunkte Salmonpunkte 


sr I (Z V4 l 
Pueugende (77777) de D ue et Ce 


Cayley-Salmon- 


a TITI u 


* ( 
L : _ (I IL HI} HIT +) 
Plückergerade (1 ÎT) — ns {7 IT *} rx 


In dieser Inzidenztafel sind für das Leerzeichen * alle jeweils noch 
verfügbaren Ziffern /,..., VI einzusetzen. Auferdem sind selbstverständlich 
sämtliche Permutationen dieser sechs Ziffern in der Tafel vorzunehmen. 
Man erkennt aus (45) ohne weiteres: 


1. Die Konfiguration 60,, 60, der Kirkmanpunkte und Pascalgeraden 
hängt nicht zusammen, sondern besteht aus sechs Desargues-Konfi- 
gurationen, entsprechend den Ziffern in der oberen Zeile. 

2. Die Salmonpunkte und Cayley-Salmon-Geraden bilden eine:) polye- 
drale PK. 

3. Die Steinerpunkte und Plückergeraden bilden eine polyedrale 114. 
Man kann sich die Inzidenzen der Tafel (45) noch dadurch veran- 

schaulichen, da8f man den sechs rômischen Ziffern sechs Punkte im Raum 


in allgemeiner Lage zuordnet und dann entsprechen läfit: 


Plückergerade Steinerpunkt Salmonpunkt Pascalpunkt 
(I IV) 
(II) (TL IS {I II III IV} “a Han) 
Gerade durch Ebene durch Tetraeder Streckenpaar 
LATE LeTI, TI PARTIE (TP) (ET ETI) 
Cayley-Salmon-Gerade Kirkmanpunkt Pascalgerade 
LIMIT EL es) 
nl Fe III 
Kreis durch Dreibein von /V Winkel 
LL nach 7,11, ITT (IV IT), (IVIIT): 


Man darf aber aus dieser Veranschaulichung nicht mehr zu schliefen 
versuchen, als aus der Inzidenztafel (45), aus der sie hervorgegangen ist 
und nicht etwa Inzidenzen von Plückergeraden und Pascalpunkten oder 
ähnliches daraus ableiten! 

Vi eee 
ni) und der mit ihr inzidente Kirkmanpunkt 


niv) bleiben gleichzeitig invariant bei einer Gruppe, die von den 


Die Pascalgerade ( 


1) Vel. Kap, IV, $18. 
14* 
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Permutationen [/1,111] und [V,V1] erzeugt wird. Von den Pascalpunkten 


DT VTT TS) MIE TES | À 
den bleibt nur der ersté gegenüber 
Der (re bvrrl dieser Geraden bleibt n geg 


der ganzen Gruppe invariant; er hat also zum Kirkmanpunkt auf der 
Pascalgeraden eine ausgezeichnete Lage; er ist der ,erreichbare“ Pascal- 
punkt (vel. S. 195). 

Die in diesem Paragraph dargestellte Bezeichnungsweise erleichtert 
in mancher Hinsicht den Einblick in das Schema der Pascalfigur. Da- 
gegen ist sie wenig geeignet zur Darstellung geometrischer Beziehungen. 
Zwischen die sechs Grundpunkte und die Elemente der Figur, die 
Funktionen dieser Grundpunkte sind, ist einer der 720 nicht trivialen 
Automorphismen eingeschaltet. Die Elemente der Figur sind nicht mehr 
als Funktionen der Grundpunkte, sondern als Funktionen der 1,...., VI 
dargestellt; um den Zusammenhang mit den Grundpunkten wieder her- 
zustellen, muB man in jedem Falle wissen, wie diese sechs Ziffern den 
sechs môglichen Quintupeln von Zweiertripeln der arabischen Ziffern 
zugeordnet sind und von diesen Zuordnungen ist keine vor der anderen 
ausgezeichnet. 

Aufgaben. 1. Ist es môglich, die Z, ...., VI so zu definieren, dal 
sämtliche Pascalpunkte in der Darstellung mit arabischen und rômischen 
Ziffern mit denselben Zahlenpaaren geschrieben werden 


Ge aie nm Gale rn)* 


2. Das zu 1 entsprechende Problem für die Bauerkegelschnitte. 
$ 7. Pascalfiguren von z +6 Punkten. 


n>6 Punkte auf dem Kegelschnitt (8) definieren (?) Pascalfiguren. 
Jede läft sich in der bisher erläuterten Art darstellen. Man kann aber 
auch auf das von r Punkten erzeugte Netz die Methoden der $S$ 1—5 
anwenden, da von der Sechszahl der Punkte dort nirgends wesentlich 
Gebrauch gemacht wurde. Das Netz besteht daher aus 


den Punkten (L'an 5) und den Geraden 6 Dire nd 
r|s 


wobei r +s die Ziffern 1,..., n durchlaufen (man kann sich auf r <S 
beschränken) und «,, bzw. B,, alle Zahlen des Kôrpers 


(pe RS 
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Es ergeben sich dann leicht Inzidenzbeziehungen zwischen Elementen 


des Gesamtnetzes, die nicht zum selben Pascalnetz gehôren. Z, B, liegen 
die Steinerpunkte 


His | 

es b, b, | (Z PACE 72) ALL 
8,2, 1) 

{le Ca Cs | 102 b|b 22) oh 


ones = =" ) 
\ | 1 Go G3 | Ci | Ci+1 : Qi | dis 


i 


i+1 


auf einer Geraden, was man erkennt, wenn man rechts 9 — 6 — #7 setzt 
und addiert. Es bilden daher die Punkte 


Co tal LE RÉ Ra nl 
D 0 0 te GE cc cs ec cle aa) J0|l aa 2 
die Ecken eines vollständigen Vierseits. Ist n > 9, so kann man aus 


den Steinerpunkten und den sie zu je dreien verbindendenu Geraden 
nicht triviale Konfigurationen bilden. 


ut der Gerden ({ 00) ((6a): de (29) (a+ 313) wa 
te “ _ (cie à 25 verbindet, liegt der Punkt 
ne lannars ne de 


Durch ihn müssen aber auch (| - | de . 1) und ({ é si n : 1) 


hindurchgehen. 
Auferdem liegen die drei Punkte 


nn. ee 9 sa S sé 
2116 SJ GS UOTE MOUTON 
auf einer Geraden. 

In dieser Weise kann man Konfigurationen bilden, die aus Elementen 
verschiedener Pascalfiguren zusammengesetzt sind. 

Läft man den Punkt {6} längs des Kegelschnittes (8) gegen {5} rücken 
und geht zur Grenze über, so wird (56) gegen die Tangente im Punkte 
{5} konvergieren. Man erhält so eine Ausartung des Pascalschen Sechs- 
ecks, das sogenannte Pascalsche Fünfeck. Die Inzidenzen dieser Figur 
und ihre bemerkenswerten Elemente erhält man durch Grenzübergang 
aus dem Pascalschen Sechseck. Bei der Berechnung der Koordinaten 
kônnen die früher entwickelten Formeln zugrunde gelegt werden. Vor 
dem Grenzübergang mu dabei eventuell durch Umformung das Zeichen 


316 (bar. Sa) beseitigt werden [z B. durch die aus (15) folgende 
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i ee an Eu He LS 1] und dann mul man 

De ce D PA (de are 

den willkürlichen gemeinsamen Faktor der Koordinaten so bemessen, 
D] 

daB sich die Doppelverhältnisse De wegheben. 


Zum Netze eines Pascalschen Sechsecks gehôren die Netze der sechs 
durch Grenzübergang gewonnenen Fünfecke; denn die Tangenten des 
Kegelschnitts (8) in den Grundpunkten gehôren zum Netz ($ 4, S. 202). 


$S 8. Pascalnetze. 


Auf dem Kegelschnitt (8) seien 
n=mMm+32z>6 (46) 
Punkte {a}, {a}, {as}, HU}, ..., {m} (47) 


angenommen. Das hierdurch bestimmte Netz gehôrt zu einem Zahlkôrper, 
der aus dem rationalen Zahlkôrper durch Adjunktion aller Doppelverhältnisse 
der n Punkte entsteht. Man kann die Punkte so wählen, daf die 


; ne di Co œ -| É sd) 
m Doppelverhältnisse Ê ] | os Fe IE (48) 
beliebig vorgegebene Werte lÎ, TEL ET 


erhalten. Dabei kann man {a}, {a}, {a} willkürlich auf dem Kegel- 
schnitt (8) wählen; {1} ist dann dadurch bestimmt, daB die vier Geraden, 
die {a;}, {æ}, {æ;}, {1} aus einem beliebigen Punkt von (8) projizieren, 
das Doppelverhältnis i aufweisen: Dann ist 


PARMI 


cage (ele Le] -[e] HER 


Diese Formeln gelten auch dann noch, wenn man für {l}, {k}, {a}, {p} 
die Zeichen {a} bzw. {a} einsetzt. 


Es ist dann a, — 0, «,; — 1 zu setzen. 


Sämtliche Doppelverhältnisse der Punkte (47) sind also rationale Funk- 


tionen der Doppelverhältnisse (48) mit rationalen Koeffizienten. 
Folglich gilt 


(49) 


Satz 10. ,, Der Zahlkôrper des Pascalnetzes der Punkte (47) ist R (Lei 7 00) 
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Ist nun {oi}, {os}, {as}, {1}, ..., {mw'} (47) 
eine beliebige Permutation der Punkte (47) und setzt man dementsprechend 
ee CA q } ( ) 


so sind die ji’ rationale Funktionen der i mit rationalen Koeffizienten 
und umgekehrt. 

Ist F (1, ..., i, ..., m) eine rationale, nicht identisch verschwindende 
Funktion mit rationalen Koeffizienten, so ist 


RU Le M) 0 1l, 1. 0) 


wobei F” eine Funktion vom selben Typus ist. 

Hat man nun die 1, ..., i, ..., m so gewählt, daf für keine rationale, 
nicht identisch verschwindende Funktion F# mit rationalen Koeffizienten 
F (1,...,i,..., m) = 0 wird, die »m Werte also algebraisch unabhängig 
sind s0 pit dasselbe für 19 5119 -:., 1m’; in diesem Fall ‘soll das 
Pascalnetz allgemeines Pascalnetz heiBfen. Die Definition ist also von 
der Numerierung der # Punkte unabhängig. Ist das von den Grund- 
punkten (47) erzeugte Netz ein allgemeines Pascalnetz, so sind die 
Doppelverhältnisse von je vier verschiedenen Grundpunkten transzendente 
Zahlen. Diese Bedingung ist aber nicht hinreichend dafür, daB ein all- 
gemeines Pascalnetz vorliegt. Hat man nun zwei Pascalnetze mit je 
n—=m +3 Grundpunkten: 


lobe hill 22,0} (m0) É 1 =; ZahiKkorperR,—A(1..:1..:.m) 
3 
A A A ? a A a G A ‘ A 
ASTRA NEA ER RER TP É 5 ]=i ; RES en) 
3 
so beziehe man die beiden Netze derart aufeinander, daB die ersten vier 
Grundpunkte der beiden Netze sich jeweils entsprechen und den Punkten 


und Geraden des ersten Netzes, denen (bezogen auf die vier ersten 
Grundpunkte als projektives Koordinatensysten) die Koordinaten!) 


e (CL... à ..., m), ga (L ..., à ..., mm), ge (1... D... m)) 
zukommen, die Punkte und Geraden des zweiten Netzes mit 
DONLP IL Co) L ele re tn) 


als Koordinaten im zweiten Koordinatensystem entsprechen. Dem Grund- 
punkte {i} entspricht dann {1}. Ist das zweite Netz auch ein allgemeines, 


A 


so ist die Beziehung ein-eindeutig. Ist aber g(1, ..., TES mm) — 0, so 


1) gs Jos 3 Sind ganze rationale, nicht identisch verschwindende Funktionen ihrer Argumente 
mit rationalen Koeffizienten ohne gemeinsamen Faktor hôheren als nullten Grades, 
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kann es Punkte und Gerade des ersten Netzes geben, denen kein Element 
des zweiten entspricht, weil die drei Koordinaten verschwinden und alle 
Punkte (bzw. Geraden) mit den Koordinaten @ (41 + 49, ÿo + M9, gs + H9) 
des ersten Netzes entsprechen demselben Element des zweiten Netzes, 


Entsprechen dem Punkt P = @ (x,,*,, *,) und der Geraden ! — @"{u, Us, us) 
des ersten Netzes 


die Elemente Ê — 6 (hd) nc = 0" (1, Uo, Us) 
des zweiten Netzes und ist P mit / inzident, d. h. 


ist T1 Un + Lo Ua + Ts Us = 0, 


so ist BU x + Lo Uo + Ês Us —=0,  d.h. P mit / inzident. 


Es kônnen also bei der Abbildung inzidente Elementepaare des ersten 
Netzes nur in inzidente Elementepaare des zweiten Netzes übergehen. 
Erhält man ein Element des ersten Netzes durch Linearkonstruktion aus 
den x Grundpunkten und ist im zweiten Netz die entsprechende Linear- 
konstruktion ausführbar, so führt sie auch zu dem entsprechenden Ergebnis. 

Man kommt so zu den Sätzen: 


Satz 11. ,, Alle von jeweils n Punkten eines Kegelschnitts erzeugten allgemeinen Pascal- 
netze sind zueinander bezüglich ihrer Inzidenzeigenschaften (1)-isomorph." 


Satz 12. ,Gilt eine Inzidencbezichung in einem allgemeinen von n Punkten eines 
Kegelschnitis erzeugten Pascalnet:, so gilt sie in jedem von n Punkten erzeugten 
Pascalnetz, in dem sie überhaupt einen Sinn') hat.‘ 


Es interessieren daher vor allem die Inzidenzeigenschaften, die in den 
allgemeinen Pascalnetzen gelten. Da es solche Netze für beliebig grofes 
n gibt, folgert man leicht aus mengentheoretischen Überlegungen: man 
kann aber auch?) explizit beliebig viele transzendente Zahlen 2,, 2,, ..., 2m 
angeben, zwischen denen keine algebraische Gleichung mit rationalen 
Koeffizienten besteht. 

Die Betrachtung der allgemeinen Pascalnetze gibt ein Verfahren an 
die Hand, mit dessen Hilfe man entscheiden kann, ob gewisse Inzidenzen 
in allen Pascalnetzen bestehen oder nicht. Es blieb bisher z. B. noch 
die Frage offen, ob die schematische 45,, 60,, die im $ 1 behandelt wurde, 
durch die geometrische Pascalfigur realisiert werden kann, ob nicht 
vielmehr stets mehrere Pascalgeraden zusammenfallen, oder durch einen 
Pascalpunkt mehr als vier Pascalgeraden hindurchgehen. 

Hat man allgemein drei durch die Grundpunkte definierte Geraden 
1, l:, , des Netzes, und will man feststellen, ob die Schnittpunkte LENS 


1) Fallen 7, B. in irgendeinem Pascalnetz die Geraden (à “ à) (a 4 &) (3 É de 


Zusammen, 0 ist in diesem Netz jede Definition sinnlos, diesich ntdenStainepanke à & ae dd à) stützt. 
a Pier J. v. Neumann, Ein System algebraisch unabhängiger Zahlen, Math. Fe Bd. 99, 
—141. 


| 
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zusammenfallen, so wähle man auf / die Netzpunkte P,, P,, P, und be- 
rechne für das allgemeine Pascalnetz die Doppelverhältnisse 


pr P, 


P, TEL sb... m) Fe Fa | (Dre ideim) 


Ps {Us} 

als Funktionen der unabhängigen Doppelverhältnisse 1, ..., i, ..., m. 
Dann und nur dann, wenn diese beiden Funktionen identisch sind, fallen 
die beiden Schnittpunkte auf dem allgemeinen Pascalnetz zusammen. 

Mit Hilfe dieser Methode werden im nächsten Paragraphen die Doppel- 
verhältnisse der Schnittpunkte einer Pascalgeraden mit den 59 anderen 
berechnet und gezeigt, dal im allgemeinen Pascalnetz durch jeden Pascal- 
punkt genau vier, durch Kirkman- und Steinerpunkte je drei, durch andere 
Punkte hôchstens zwei Pascalgeraden gehen und da die Pascalgeraden 
alle verschieden sind. 

In vielen Fällen ist es erwünscht eine Darstellung zu haben, in der 
kein Grundpunkt vor dem anderen ausgezeichnet ist, während in den für 
die Darstellung der Doppelverhältnisse grundlezenden Formeln (48) die 
drei ersten Grundpunkte eine Sonderstellung einnehmen. Um dies zu 
erreichen, erweitere man das allgemeine von den Punkten (47) erzeugte 
Pascalnetz N zu einem allgemeinen von n + 3 Punkten erzeugten Pascal- 
netz N*. Das ist stets môglich; man braucht auf dem Kegelschnitt (8) 
nur drei neue Punkte 


{al}, {af}, (oi) 


so auszuwählen, dal die nr (transzendenten) Zahlen 


; REVAIT UT CRUE 
D le 
“y Gi C3 Ca “3 C3 


algebraisch unabhängig sind. Dann schreibe man 


{a} = {m +1}, {a}={m+2}, {a} = {m+3}—{n} 


und nenne das von 


aie (ao (mi, Lio Ur) UN} (47%) 
erzeugte Netz: Fix 
Ist ferner 
07 = - 48* 
PAS (48) 


so wird nach (49) 


k 
de lo Lu Lan ce =, (49*) 
1] k Ph pe d°) 
: È 
insbesondere 


dAPRES) CESR est 


n n) 


. 


mu") (n+e=n) 
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Da alle Elemente von N auch zu dem allgemeinen Netz (Pascalnetz) N* 
gehôren, sind die Doppelverhältnisse von Elementen aus N nur dann gleich, 
wenn sie als Funktionen der j* dargestellt identisch werden. In dieser Dar- 
stellung ist kein Grundpunkt vor dem anderen ausgezeichnet, dafür sind 
drei Parameter mehr vorhanden. Will man von der Darstellung durch 
n Parameter (48*) zurückkehren zur Darstellung durch m Parameter (48), 
so braucht man nur {a*}—{a,} zu setzen. Durch das Zusammenfallen 
dieser Punkte wird ja das Netz N nicht verändert. Man hat dann 


formal einzusetzen: 


1: [m +1] —=[m +2} — 0, [m+3}" = 1, i*—i. 


Hat man eine Zahl aus dem Zahlkôrper N als Funktion der j* dar- 
gestellt und setzt man formal für sämtliche Differenzen (1* — q*) die 


entsprechenden Zeichen ne so erhält man — wie aus (49) hervorgeht 


— dieselbe Zahl als Funktion der GrôBen ae Ebenso erkennt man, daf, 
wenn eine Funktion dieser GrôBen eine Zahl des Zahlkôrpers von N ist, 
es gestattet ist, für sämtliche Symbole ; / q gleichzeitig das entsprechende 
(1* — q*) einzusetzen. 


SO St 7. B. 


Gi 7 : 
Qo 3 2 2 
re qe Lt 


“ di dx 0, Ge De 
b, b, ( 


(af aÿ) (hf — af) (hf — hi) 
(af — D?) (af — b*) (aÿ — bi) 


ohne Rechnung zu ermitteln. 
Auch die Summe von fünf solchen Quotienten muB Funktion der jé 
des entsprechenden Zahlkôrpers sein, woraus sich ergibt: 


TANT NUE GO D @ DD: a b b, 
| Jo, fo, o,+ le LS + Jo 1 de je Are “fast 


bn es ai af 1222#hf(af:+bf;— at, pt 
He AE nel Tan 


Diese Formel kann man z. B. dazu benutzen, um die Bedingung für 
das Zusammenfallen von Pascalpunkten zu berechnen. Dafür, dal die 


drei Geraden (12) — e, Ga) (3 4) = 0: (siz) (96) =0; É durch 


einen Punkt g'ehen, ist notwendig und hinreichend, daf 


(60) 
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% x # 
112 314 516 
À À À 
a — — i 
112 314 516 0 wird. 
CR u 
EAP AIT 
wW x 1 ; 
egen 1,2 (RL): Jo usw. und u;——(x;+0À;) ist 
VEUT / ,3 she ie A 
_ 6} wobei D = — AA A Àse 


K1 À Ælita slt Yo À + KG 
Eine kleine Rechnung) ergibt: 
A0 — 


DEN PS Dans Ps Et Pau Pa Pi Ca Et Pi aa DE CP 


Man kann daher auf 4 die Formel (50) anwenden. 


(51) 


1) Berechnung von D. Entwickelt man die Determinante nach der ersten Zeile und 
setzt die Unterdeterminanten alle doppelt, so erhält man 


D Rein nr te fl 
Ha [22 /e 4 2 9/54 eh 7/2 4 ee 1] 
+ [22/44 atan fat nn fs] 


Die Glieder der ersten Zeile werden zerlegt nach der Formel 


Hi Kj %k 


#i %j xx | —0 folgt. Dann erhält man: 


ES 
FDA Fe = 3 ds ds Te + #2 A5 v0 oe 
DL Hg de do sa ?] 5 + 3 ha 0 2 
ni y=mute PEL ULE A 


I 7 3 
fa vs da ho 7] 3 = 10 da le vs /5 + #74 de #0 1. 


Durch Zusammenfassen ergibt sich: 


2, 4 1e 1] 4 

2D=nh ]3 [ot 5 J1+ te E f5+% Je E 
21 2 PC 

+ /a/g+ 7] 5 fat he /4 J5 +4 /: a 


17 = at), die aus 


220 Kap. V. Die Pascalfigur. 


k 1750) An 02 0 
Setzt man also für bzw. ; 
bb; D; 


246 


so erhält man die Bedingung dafür, daf die drei Geraden (a; b,), (a; b:), 
(a3b3) durch einen Punkt gehen, in der Form: 


D: af b* (af: + Dh: — a: — b#1) = (0. 


Hieraus erkennt man, daR diese Bedingung im allgemeinen Fall nicht 
erfüllt ist (was in $ 1, S. 184 synthetisch und elementar bewiesen wurde). 
Man kann diese Bedingung auf eine einfachere Form bringen; denn es 
ist zulässig, zu setzen: 


Gi de 


1:af—a*—0, af —]1 = 


| (gl S. 218). 


Dann erhält die Bedingung die Form 


0 — b, (1 — b, + bs) — b; — É à (E Al x fe ) Fe Ê ni! 
oûer (= [as] + la: 


Aufgaben: 


1. Jedes von sechs Grundpunkten erzeugte Pascalnetz läfit sich auf- 
fassen als erzeugt von den Konfigurationselementen einer De- 
sargues-Konfiguration und umgekebhrt, 

2. Jedes von einer Pappus-Konfiguration erzeugte Netz ist zugleich 
Pascalnetz, aber kein allgemeines. 

3. Der Zahlkôrper des Netzes einer Pappus-Konfiguration, in der 
ein Tripel von Nebenpunkten zusammenfällt, entsteht durch Ad- 
junktion hôchstens einer Irrationalzahl zu R. 


4 Von den Zahlen (48*) kann keine zum Zahlkôrper von N ge- 
hôren. 


Der zweite, vierte, sechste und achte Summand wird zerlegt nach der Formel (vgl. S. 197): 


HAE EN U 


Abermaliges Zusammenfassen ergibt: £ 
= Gi} 2 ô ] 1 Ô Ô 1 ] 5] 2 (9 
MN NP RAP U On OnoN Lee PAIE 
1 4 4 3 
+ a re Ce or 1/5) + Ce fo 9e]. 


Die [] wird dann — À, x, ‘le — À Le — A “e , Woraus sich für 2 D die 
Formel (51) ergibt. 
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UN 


9. Die Schnittpunkte der Pascalgeraden. 


Die Pascalgerade es) enhält die drei Pascalpunkte 


1 + Pr 2 
Es ist also LT, = %X, + x. 


Diese Pascalgerade werde mit einer beliebigen!) Pascalgeraden 


tt . 


zum Schnitt gebracht. Die zehn Pascalgeraden, die durch P,, P, oder P, 
nach dem Pascalsatz hindurchgehen, bleiben auBer Betracht. Für die 
50 übrigen Pascalgeraden p soll jetzt das Doppelverhältnis: 


P; Vas 
he te 5 . l — f(1*, 3%, 4% 6*, 2*, 5*) (53*) 
EURE 


berechnet werden. Durch die Permutation (1, 3)-(4, 6) gehe p in p’ über; 
duicmnernPe D Pin, PP P; Hberseht. hist 


P, P, 
153N.\ 1=1: (87 1% 6°, 4, 2°, 5°). (532) 
Pa le 2 0 v'} 


Man braucht also nur etwa die Hälfte der Doppelverhältnisseauszurechnen, 
nämlich die linke Spalte der Tabelle auf S. 224—227, die rechte folgt 
dann durch Vertauschung. 

Auf der Geraden p liegen die Pascalpunkte 


Les 1 1 É — Tr te 
nes CT Fat) 


mé Ga ne (te rte) 


1) Wegen der Vertauschbarkeit der Zeilen und der Spalten von (52) bedeutet diese Schreib- 
weise keine Einschränkung der Allgemeinheït, 
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222 
Das gesuchte Doppelverhältis ist dann 
ci Yi Yi) |%i Yi Yi 
É Pr x? Ya VA x? Ya A : 
Ps {CP Pi) (@:@)) ln: 
T3 Ya Y3 T3 Y3 Y3 
Um diese Determinanten darzustellen, beachte man, daB 
VUNA UN AI 4 %  % 
ij kl mn ilj k|I min 
CONTENTER ET En ; 2 
ij ktmn | 2) 35 mn | 2]; kÎt min 
xÀ À À DO TNUT 
19 kl mn il) k]l min 
ist. Setzt man zur weiteren Abkürzung der Formeln 


(e) 


O— —0 o— | + e) O e) - 
0019 1]4 CilC dild: 


vi 


[e) O 
4 dd, xx) 


(e) [e) (e) —— + 


© © © 
C1lC 619 316 C:lC dd 


Co 


O O— —0— | — 
6 d:ld: AT 


be 215 cc dd F 


O O O 
; Ci|Cs. 0.19 


W 


© — 0 O | 
5 dild, 61g 


so erhält man für das Doppelverhältnis den Wert 


= À, 


; 


0 


ARCS 
B+C 
Wählt man nun speziell {ar} = {5}, {ai} = {2}, was zulässig ist, so wird 
1“ — 1, 3 = 3, 4* —4 6G*—6 
und nach (48*) 200 1-0: 
Über {aÿ} kann man dann noch verfügen. 
Aus (50), (51) ergibt sich: 
ne ijQ+1—m—n)+ki(m+n—i—ÿ)+mn(i+j x k—D 
113 &|[lmin G—j)(k—1)(m—n) 
NE RTE (+) EN) 
i|j k|t 51m G—j)&—1 
à O O vin 
116 kit 5ln| k—] 
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Setzt man das ein, so erhält man das gesuchte Doppelverhältnis all- 
gemein in der Gestalt: 


NN 


36 14(@ — à) + dd) +47 — 6 


DV = al net), (Cet | 
Po )r) 1—436(e, — 4) +ced(e —d)+6F—G 


(53) 


wobei F = d,d, — €, ©, + g (d, — d, +6, — €.) 


In diese Formel braucht man nur die in Betracht kommenden Wert- 
systeme einzusetzen, um das nachstehende Verzeichnis zu erhalten!). 

Diese Doppelverhältnisse sind alle von 0,1, 1:0 verschieden, und 
abgesehen von den bekannten Fällen (Steiner- und Kirkmanpunkte) sind 
sie auch untereinander verschieden, Die Doppelverhältnisse sind aufer- 
dem eindeutig bestimmt; es fallen also im allgemeinen Pascalnetz niemals 
zwei Pascalgerade zusammen. 


Es gilt also 


Satz 13. Auf dem von sechs Punkten eines Kegelschnitts erzeugten allgemeinen 
Pascalnetz sind die 60 Pascalgeraden voneinander verschieden. Sie schneiden 
sich in den Pascalpunkten zu genau je vieren, in den Kirkman- und Steiner- 
punkten zu genau je dreien; durch andere Punkte künnen hüchstens zwei 
Pascalgerade gehen.‘ 


Aus diesem Satz und den topologischen Grundeigenschaften der pro- 
jektiven Ebene folgt, daB die 60 Pascalgeraden eines solchen allgemeinen 
Pascalnetzes eine Zelleinteilung der projektiven Ebene mit 


æ, — 1589 Ecken, 
a — 2940 Strecken, 
a, — 1556 Zellen 


erzeugen. 


1) Zur Abkürzung der Rechenarbeït ist es zweckmäBig, die Källe gruppenweise zusammen- 


zufassen (z. B. 


CG — 2, 4; G—=0, G—1;c—%, dj—4;)0—2, d—=1; g—2, c—4) 


und für diese Fälle Zwischenformeln aufzustellen. Zu beachten ist, daB p gegen die Ver- 
tauschung (c,, d)-(c,, d,) invariant ist, 
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in 


13. 


15. 


17° 


19. 


21. 


23. 
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Tafel der Doppelverhältnisse 


+19 | 


Kirkmanpunkt, wie 2). 
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2 pu (209), pp EDGE TEL BE SD Gcemanpants, vis 
de GED meer gg es 
ra) 

a (59 7-10 

10. p — Eos) DVF=— te LR (Kirkmanpunkt, wie 1). 
ne G34) dur rester 

er GED or 
nn isa ne 
DEC EEE Tererer 

0 reteee 
arret 


Levi, Geometrische Konfigurationen. 15 


226 Kap. V., Die Pascalfgur. 


354 3—6 446—441+13 
25 pie) DV 46—36+16 
354 __ 3-6 144-114+1 
37. pe) D = nue 11-21 


654 py_5-6 13-34+36 
sa. p= (si) PE LS C3 


sport tt 
ue A Dr een 
mr-( or a 

\s p= (053) DFE rien 6STI6 16 


39. p— eee , DV =%3 (Kirkmanpunkt, wie 40). 


__ (651 43 3—6 
a p=(5,) D7=E de 


51 3—64531-—14+ 
43. p — DEL 
i Gas) 1—-4613-33+ 


45. p=(550) Der 


1(4—6) 
a. p=(05e) D ie ie L 
Dre 0) Ds 
—4—2.136+336+ 
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156 ]__(B—6)4 46—-14+31—-36 
26. P—=\, ; DV = — = a _— 
34) 1—4 166—-366+136—134 
156 5—6).4 36—2-13+31+14-—46 
< 1—4 366—-336+346+146—-134—-466 
30. 13+16—36—14 


153 
AC Gel 
36. p ) 


38. p=(57) pv =i18+16 1448448 

40. p = +) pr = (Kirkmanpunkt, wie 39). 

2. p=(57) py= à 1410-5814 

Mr (por RE 

6. p= (155) pv = 56 

48 p=(55) pr if? 146118 1E6 TRE S46 
(G22)= (26) 


G23)=G29)} 
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8 10. Algebraische Bedingungen für die benutzten GrôBensysteme. — 
Das Identitätsproblem für die Elemente eines Pascalnetzes. 


Durch die Doppelverhältnisse fl ist eine Pascalfigur bis auf Kolli- 


neationen eindeutig bestimmt. Darstellungen der Gesamtheit der Doppel- 
verhältnisse, die zur selben Pascalfigur gehôren, durch unabhängige Para- 
meter sind in $ 8 gegeben worden; auf Grund dieser Parameterdar- 
stellungen läBt sich in jedem Falle entscheiden, ob ein gegebenes System 
von Zahlwerten die Gesamtheit der Doppelverhältnisse einer Pascalfigur 
sein kann. 

Da die Doppelverhältnisse vom Koordinatensystem vüllig unabhängig 
sind, kann man mit ihnen allein keine Koordinatendarstellung eindeutig 


definieren. Hierzu bedarf es gewisser Hilfsgrôkien (z. E. ar und in) 


zwischen denen aber dann noch algebraische Beziehungen bestehen, die 
im folgenden studiert werden. Kennt man die Gesamtheit dieser Be- 
ziehungen, so kann man allgemein feststellen, ob zwei in verschiedener 


Form gegebene GrôBen (z. B. P 4e und op cs + dE 1/:) identisch 


sind oder nicht. Dieses Identitätsproblem besteht ebenso für die Hlemente 
des Pascalnetzes selbst; seine Lôsung wird am SchluB des Paragraphen 
gegeben. 

lier Lou 
Diese wurden!) definiert durch 


(= qi(at, 5, 25) = Qc *, A7, ur?) (9) 
wobei mai tm tan —0. (8) 
Es müssen also ki, À, Ui alle + 0 sein, 
und es ist 4 + li +u;=0. (10) 


Diese Bedingungen sind für die x, À, u notwendig und hinreichend. 
Andererseits kann man jeden Punkt des Kegelschnitts (8) mit Ausnahme 
der drei Ecken des Koordinatendreiecks in dieser Form darstellen. Läft 
man einen Punkt auf dem Kegelschnitt gegen eine dieser Ecken kon- 
vergieren, so konvergiert jeweils das Verhältnis eines Paares von Ko- 
ordinaten gegen —1, während die anderen Kowordinatenverhältnisse geg'en 0 
konvergieren, bzw. gegen unendlich gehen. Man kann also durch stetige 
Fortsetzung diesen drei Punkten zuordnen: 


e (x, À, u) = 0 (0, 1, — 1) bzw. e (— 1,0, — 1) bzw. o (1, — 1, O). 
1) Vel. S. 185. | | 


$ 10. Algebraische Bedingungen für die benutzten Grülensysteme, — Identitätsproblem, 299 


Nach dieser Erweiterung der Definition ist (10) notwendige und hin- 
reichende Bedingung, und man hat eine ein-eindeutige und stetige Ab- 
bildung des Kegelschnitts (8) auf die in der projektiven (x, À, u)-Ebene 
gelegene (Grerade x + À+ u—0, Bei dieser Abbildung wird das Doppel- 
verhältnis, mit dem vier Punkte des Kegelschnitts aus einem beliebigen 
anderen Punkt desselben projiziert werden, zum Doppelverhältnis der vier 
entsprechenden Punkte der Geraden. Die projektive Geometrie der 
Punkte auf einem (nicht ausgearteten) Kegelschnitt wird so auf die 
projektive Geometrie der Punkte auf einer Geraden zurückgeführt. 


> ne de 


Diese sind definiert durch ‘= UE. 


11 
| À; l ( ) 


Die Gleichung (11) werde jetzt als Bedingung für die x, À, u auf- 
gefafit; aus (10) folgt dann, da man auf der rechten Seite die x, À, u 
zyklisch vertauschen kann. Ferner gilt nach (11°) 


De 


und, wie S. 197 gezeigt wurde, 


PAPER ACT PE Pa et 
/ k lat Jp 1eT Ja lp 
Es wird jetzt bewiesen, dal diese Bedingungen hinreichend für die Existenz 
von GrôBen x;, À; sind, welche den Gleichungen (11) genügen. 


Man nehme also an, daB die letzten Bedingungen erfüllt sind und 
wähle %,, d, %, À S0, daf flo — #9 — l% ist. Ferner bestimme 


man die übrigen #;, À; aus den Gleichungen 


) 1 
lon" 24 J: 


UT fo 34 fa dann wird 


#3 Li ÿl mel 1 #1 Li 4 [Ho %i| =?} ï 

: À: | l2= /2 Je “1 Dre und ue ;* Ebenso ist 

Xi 4x 1 #1 x lo+ . =") : +?] 1.= =1} il 

Ai À l2= DA MA k |2 k DRNTS 
ne 


mithin gilt Au te für alle 1 +%. 
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Aus diesem Beweise ergibt sich übrigens unschwer, daf man die 
Zahl der hinreichenden Bedingungen noch herabsetzen kann, indem man 
sich auf p—1, 49 —2 beschränkt, und dal nach Wahl der %,, À, %, À 


die übrigen %;, À, i durch die ‘Ja vollständig bestimmt sind. 


Die un 


se nl 
ik ilk 
Es ist 


k Yi % | % À =) 
a mp0 2e 


ik il * ik 2 î 
le k 


À ki MR (D À À 

19 I FA 4 à RO 172 
k k 

u Uux AA Llkl+lixz 1 ( * À u ) 

HT ik 5 i] TT Er 
k le 


Es genügt also, die Abhängigkeiten des linken Tripels zu untersuchen; 
durch lineare Transformation ergeben sich dann die Beziehungen zwischen 
d Re 0 

en il L 


Man setze1) HR AS ORALE LE —IUz 


und führe zur Abkürzung die Zeichen &, », Ë ein: 
À 
E = — — di: dy: (0j — dy); dure CHENE 
(54) 
L 

D y = Li + 1) (or + 1): (oi — do). 
Durch Elimination der d;, d; ergibt sich dann als notwendige Be- 
dingung: 

Sn 22 ET (55) 


und die d;, 0 ergeben sich in der Form 


= —-E—m+1l:[27) d—[—E—-n—1]:[(L2nl (55°) 


1) Ist À; oder Ây —0, so vertausche man die Koordinaten zyklisch; da von den sechs 
Zahlen »;, À;, u;, xx, 1x, uy hôchstens zwei verschwinden künnen, ist es keine Einschränkung 
der Allgemeinheit, À; + 0, 14 7 0 anzunehmen. Ebenso ist es bei der Betrachtung der 
Lôsungen von (55) keine Einschränkung der Allgemeiïinheit, 7 = 0 anzunehmen, da Ë, PE 
nicht gleichzeitig verschwinden kônnen, 
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Hat man andererseits ein Tripel (£, n, &), das der Bedingung (55) ge- 
nügt, und definiert man d;, 0, durch (55:), so ergeben sich die Gleichungen 


ds du : (06 — 0) = —E—- 1) —1] [47] = 
Û 


ni) ë 
(di + 1) (dx + 1) : (0 — à) = —E+n) —1]: [m8 
1e (0 = 0) — 


= 


Die Bedingung (55) ist also notwendig und hinreichend dafür, daB man 


+ 7); Ë NE: 
En 
setzen kann, und jedes zulässige Tripel bestimmt auch d; und dy, also 
die Punkte 
{i} und {Æ} eindeutig. 


Mithin besteht eine ein-eindeutige Beziehung zwischen den geordneten 
Paaren {}, {k} von Punkten des nicht ausgearteten Kegelschnitts (8) 
und den Lôsungssystemen von (55), d. h. den Punkten eines einschaligen 
Hyperboloids im affinen Raum. Vertauscht man die Punkte {+} und {4} 
des Kegelschnitts, so geht der Bildpunkt auf dem Hyperboloid in seinen 
Gegenpunkt über. 


Die Angabe dreier zulässiger Tripel % genügt zur voll- 


(CE) CT) 
112 314 56] 
ständigen Charakterisierung der von sechs Punkten bestimmten Pascal- 
figur. Diese Tripel sind, wenn sie der Bedingung (55) genügen, will- 


kürlich wählbar; alle anderen Tr sind durch sie eindeutig bestimmt. 


ilk 
Um sie zu berechnen, braucht man nur die 0,, ..., 0, aus (55°) zu be- 
stimmen und diese Grôben in (54) einzusetzen, 


4. Lineare Beziehungen zwischen den na bzw. Fa 
Wichtiger als die algebraischen Beziehungen zwischen den Kom- 
TT _ TE der Tripel A sind die linearen Beziehungen, 
die zwischen diesen Tripeln selbst bestehen. 

Man kann jeden Punkt des Pascalnetzes darstellen mit den Koordinaten 


(Zi) 


die Geraden entsprechend mit 


(Zen tr) 


wobei die &,,, fs den Zahlkôrper des Netzes durchlaufen. Sind 


. (1) = — d (2) 5 — 
] & und 6 ÿ a 
zwei Gerade 0, ( ne | 2 ( rs rls 


ponenten 
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identisch, so mu zwischen den beiden Tripeln eine lineare homogene 


Beziehung bestehen: 
(Z' wo + 8e)9) = 0. 


Deshalb wird jetzt nach der Gesamtheit der linearen Beziehungen 


zwischen den Tripeln ee) gefragt und nach einer Normaldarstellung 


für die DE Mr gesucht, die für diese Tripel dasselbe leistet, wie die 


in $ 8 gegebenen Normaldarstellungen für die Doppelverhältnisse. Eine 
solche Normaldarstellung liefert dann die Lôsung des Identitätsproblems 
der Geraden des Pascalnetzes und ebenso lôst eine Normaldarstellung 


der Dre) das Identitätsproblem der Netzpunkte. Es genügt 


hierbei, die allgemeinen Pascalnetze zu betrachten; die übrigen Fälle 
lassen sich leicht auf diesen zurückführen. 


Es wird also jetzt gefragt: Besteht in einem allgemeinen Pascalnetz 
eine lineare Beziehung von der Form 


(e iTe rai nE M Er < 


Notwendige Bedingung hierfür ist das Verschwinden der Determinante 


Nach (50), (51) lautet:) diese Bedingung:: 
DK CR — 5%) HE KE IE PK) It jf (if — 1") — 0, 


Da die linke Seite nicht identisch verschwindet, kann im allgemeinen 
Pascalnetz zwischen 


ile" 1° 1 LE 


ATOME (565 


denn es ist 


ilk #Ïr 1e 


1) Vel. S. 218 u, 219, 
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Es wird jetzt gezeigt, da jedes Tripel — a (bew. nr) von den (56°) 
s|ir sir 


(bzw. (56*)) linear abhängt und zwar mit Koeffizienten, die dem Zahl- 
kôrper des Netzes angehôren. Es ist nämlich) 


À x:2, TA d 5 : ; £ 
He= Ti / g De ie Fi Ts su 
ir ‘ 
= [bre 


Da man in dieser Identität die x, À, u zyklisch vertauschen kann, gilt 
[vgl. S. 186, (13)] die Gleichung 


Entsprechend kann man 7 durch Le und Eire 


ferner —©=— durch —o— und —9— ausdrücken. 
s|r ir k\r 
Durch Zusammensetzen dieser Ausdrücke und formale Umformung er- 
hält man die Gleichung 


Se A ee 


Diese Formel ist allgemein gültig: s und r brauchen nicht von 2, #,l 
verschieden zu sein. Man denke sich nun die drei Gleichungen, die 
in (57°) symbolisch zusammengefaft sind, einzeln hingeschrieben und 
durch Addition und Subtraktion 


Lee j u PATES À u U%. Lx À TN | 
—- = = 


D sir Destr | sfr er’ élr sfr sr sr” sfr ‘sfr sfr sr 


gebildet, so erhält man: 


Lr Lr ir ir kr kr 
—#—_——+— — —#— . —#— —| .1$ (57* 
sr ik si] PASSE {cel Ll}+ el Lo) 3%) 
Benutzt man jetzt wieder die Beichnung (47) der n = m + 3 Grundpunkte, 
ferner die Bezeichnung (48) für die Doppelverhältnisse und wählt 


{a} = QG} {a} =}, {a} = {, 


so bekommt man für die Elemente des allgemeinen Pascalnetzes folgende 


1) Zur Umformung werden gebraucht die Formeln (12), (14) u. S. 219 Anm. 
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Normaldarstellungen: 


(021 | 


Punkte: En Pa (15506 De M)+—+-ÿ(L.. m)), 


Geraden: CA (D …,M)+—0—f (EL. sm) est (he ge mm). 


CALA CALA 1| Lo 


fs fn fs kônnen dabei alle rationalen Funktionen mit rationalen Koeffi- 
zienten durchlaufen, ausgenommen den Fall f, =f,= 7; =0. Da es aber 
auf einen gemeinsamen Faktor der drei Koordinaten nicht ankommt, 
kann man sich auf ganze rationale Funktionen mit ganzzahligen Koeff- 
zienten beschränken und zwar auf Funktionen, die zueinander teilerfremd 
sind. Dann sind f,, f», fs bis auf den gemeinsamen Faktor Æ1 voll- 
ständig bestimmt. Also: 

Satz 14. ,Durchlaufen fi, fs, fs alle Systeme teilerfremder, ganzer rationaler 
Funktionen mit ganzzahligen Koeffizienten, so stellt (58) die sümtlichen Elemente 
des allgemeinen Pascalnetzes dar, und zwar sind die Funktionen fi, f:, fs bis 
auf den gemeinsamen Faktor + 1 eindeutig durch das dargestellte Element 
bestimmi.“ 

Die hier geleistete Darstellung hat den Nachteil, da durch sie drei 
Grundpunkte vor den übrigen willkürlich ausgezeichnet werden. Um 
diesen Nachteil zu vermeiden, kann man das betrachtete Netz N als Be- 
standteil eines allgemeinen Pascalnetzes N** mit den n + 6 Grundpunkten 


{8} {B2}, {sh ai} {ai}, {as}, (}, ..., {n} 


betrachten. Wie in (47*) sind hier die Punkte {a}, {æ}, {a} mit 
{m + 1}, {m + 2}, {m +3} — {n} bezeichnet. Der Zahlkôrper von N** ist 
dann R(BF, B5, B5, 1*, ..., n*) — R** (wobei die Bezeichnung (48) be- 
nutzt wird). 

Die Punkte und Geraden von N* lassen sich dann in der Form 


ï 1 à 2 * s |] DZW Co 0 PE me 00: 
Gaetan t ane) Poor tenat a) (69) 


darstellen, wobei a, &, a; Zahlen aus R** sind; also: 


CRE E PA " fé B&, 1, ee) n*). (59°) 


Auch hier kann man sich auf teilerfremde, ganze rationale Funktionen 
mit ganzzahlige Koeffizienten beschränken. 

Die Elemente des Netzes N und die Zahlen 1*, ..., n* ändern sich 
nicht, wenn man {f}, {4}, {8} irgendwie vertauscht. Stellt also (59) 
ein Element von N dar, so müssen die a, durch zyklische Vertauschung 
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von f, :, Ps auf der rechten Seite von (59) auseinander hervorgehen. 
Charakteristisch für die Punkte (und ebenso die Geraden) von N ist daher 
eine bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmte ganze rationale Funktion f 
von % +3 Variabeln und mit ganzzahligen Koeffizienten. Die a, in (59) 
sind dann: 


RS DU. int) da (be 2, Di 1 1): 
D Dir Li. 0) 


(60) 


Statt dreier Funktionen von m Variabeln in (58) hat man jetzt in 
(59) und (60) eine Funktion von n + 3(—m + 6) Variabeln zu betrachten. 
Der Punkt und die (Gerade, die zur selben Funktion f gehôren, sind 
Pol und Polare hinsichtlich des Kegelschnitts (8). 

Ist ein Element von N invariant gegen gewisse Vertauschungen der 
Grundpunkte {1}, ..., {n}, so kann die Funktion f bei der entsprechenden 
Permutation der Variabeln 1*, ..., n* hôchstens ihr Vorzeichen ändern — 
und umgekehrt. Die Symmetrieeigenschaften des Netzes spiegeln sich 
also vollkommen in dieser Darstellung. Ihr Nachteil gegenüber der Dar- 
stellung (58) besteht darin, da auBer den Elementen von N noch andere 
Bestandteile des Netzes N** durch diese Formel (59) und (60) dargestellt 
werden, nämlich alle Punkte und Geraden von N**, die gegen zyklische 
Permutation der {9,}, {@}, {8} invariant sind, z. B. der Steinerpunkt 
{ af ds 0 | 


| Pa Pa Ps } 


Kapitel VI. 
Regelmäfige Polyeder. 


Man kann gewisse regelmäBige komplektische (topologische) Flächen 
geometrisch so realisieren, daB die auftretenden Figuren auber den 
topologischen auch gewisse metrische Regelmäbigkeiten aufweisen. Auf 
diese Art entstehen die regelmäBigen Polyeder. Die Randzyklen 
der Zellen eines regelmäBigen Polyeders weisen auch gewisse metrische 
RegelmäBigkeiten auf; sie sind regelmäfige n-Ecke. Es wird sich zeigen, 
daB nur im Falle n <6 regelmäBige n-Ecke als Berandungen der Zellen 
regelmäBiger Polyeder auftreten. 


S 1. Regelmäfige z-Ecke. 


Ein orientierter Zyklus von n > 2 Punkten und ebensovielen Strecken 
werde realisiert durch 


n'séometrische Punkte 4,42 414 4,12] 
und # geometrische, orientierte Strecken &,,@:, ..., Gn-1; An [= ol 
einer Ebene Æ, 


(1) 


Die Elemente À; (bzw. a;) seien alle verschieden, die a; alle kongruent, 
a; mit À; und À; inzident (2) 

und die Winkel (a;_;, &)—w (i=1,...,n) alle kongruent1). 
Die so konstruierte Figur heifit ,regelmäBiges »-Eck“ (Polygon); die 
Ebene Æ ist die Ebene des n-Ecks und durch das n-Eck eindeutig be- 


stimmt. À; sind die Ecken, à; die Seiten des n-Ecks. Die Mitten 
der Seiten a; werden entsprechend mit 


BE Vas PAC) Der D (3) 
und die Geraden, auf denen die Seiten @; liegen, mit 


0, b,, DUC) DES by (4) 


bezeichnet. 


1 : s : ; 
) Das Vorzeichen des Winkels richtet sich nach dem für die Ebene fest angenommenen 
positiven Drehsinn, 
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Eine beliebige orientierte Seite a; und der Winkel # bestimmen ein- 
deutig das n-Eck. Es gibt daher genau eine starre Bewegung, durch 
die &, in a; übergeführt wird und das regelmäBige n-Eck in sich über- 
geht (Deckbewegung). Um a, in a, überzuführen, mu man in der 
Ebene Æ eine Drehung ausführen, die den Umkreis des Dreiecks À,, À, À, 
und seinen Mittelpunkt © in sich selbst überführt; der Drehwinkel ist 
dabei — Y. Durch Wiederholung dieser Drehung wird @, nach &@s, ..., @n 
bewegt. Die Deckbewegungen bilden also eine zyklische Gruppe von 
n Drehungen um den festen Punkt O. Die Punkte À; liegen alle auf 
einem Kreise um ©. Dieser heift ,Umkreis“, O heifit ,Mittel- 
punkt“ des regelmäligen n#-Ecks. 

Ferner ist 

nv=2ax (a ganz). (5) 


Hierbei muB a zu # teilerfremd sein, da sonst die Punkte À; nicht 
alle voneinander verschieden sein kônnten. «a heifit die Art des regel- 
mäbigen -Ecks. Ist andererseits a zu n teilerfremd und r + 0 eine be- 
liebige positive Zahl, so erhält man ein regelmäBiges n-Eck der Art à, 
wenn man den Punkten À; folsende Polarkoordinaten erteilt: 


2 ax 2 ax 


2ax 
ni id — Ur, 


A= fr 28%, 4, fre Ï=4.  () 

Die Art a ist durch die Definitionsgleichung (5) nur bis auf beliebige 
Vielfache von n bestimmt. Man kann sich also auf 0 < a <n beschränken, 
oder a durch die zu n teilerfremden Restklassen (mod #) charakterisieren. 
RegelmäBige n-Ecke derselben Art sind zueinander ähnlich, und zwar 
gehen sie durch Âhnlichkeitstransformation mit positiver Determinante 
(also unter Beibehaltung des positiven Umlaufsinnes in der Ebene) aus- 
einander hervor. Regelmälige n-Ecke der Arten a und n — a sind gleich- 
falls ähnlich, kônnen aber nur bei Umkehrung des Umlaufsinnes (Âhn- 
lichkeitstransformation mit negativer Determinante) ineinander über- 
geführt werden. 

Ist dagegen a’ =—+a (mod), so sind n-Ecke der Art a’ und der 
Art a nicht ähnlich. Bezeichnet man, wie üblich, mit œ(n) die Anzahl 
der zu n teilerfremden ganzen Zahlen zwischen 0 und #, so kann man 


die bisherigen Ergebnisse zusammenfassen in dem 


Satz 1. ,Æs gibt genau q(n) verschiedene Arten von regelmäfigen n-Ecken. 
Dabei sind n-Ecke gleicher Art sueinander ähnlich und gleich orientiert, 
n-Ecke der Art a und der Art n — a jeweils ähnlich, aber verschieden orientiert; 
üm übrigen sind n-Ecke verschiedener Art nicht ähnlich" 


Wie aus der Darstellung (6) hervorgeht, sind die regelmäbigen #-Ecke 
der Art 1 bzw. n — 1 einfache Polygone, die ein konvexes Ebenenstück 
begrenzen, dagegen bilden alle übrigen regelmäbigen n-Ecke Figuren, 
die sich selbst überschneiden (sterneckige Figuren) und kein Ebenen- 
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stück begrenzen. Um diese Figuren gleichfalls als Berandung einer eben- 
flächigen Zelle aufzufassen, breite man über der Ebene eine a-blättrige 


(baw. (n — a)-blättrige, falls a>> ist) Riemannsche Fläche mit dem 


Verzweigungspunkt O aus. Auf ihr ist das regelmähige n-Eck der Art a 
ein einfaches Polygon und berandet eine Zelle, Ist O der Nullpunkt der 


L 
komplexen Zahlenebene Z, so ist 1=3; EYE (mod n), das Integral 


erstreckt über das regelmälige n-Eck der Art a. 


Die Punkte BP; gehen ineinander über, wenn man das #-Eck um den 
Punkt O dreht und der Drehwinkel ein Vielfaches von w ist. Diese 
Punkte liegen also auch auf einem Kreis um O, dem Inkreis des 
regelmäBigen n-Ecks und zwar berührt b; den Inkreis in B;. Auler im 
Falle n — 3 ist der Inkreis der einzige Kreis, der die n Geraden gleich- 
zeitig berührt, Für n — 4 ist das eine evidente Eigenschaft der Quadrate, 
für n > 4 folgt es aus der Tatsache, daB zwei Kreise hôchstens vier ge- 
meinsame Tangenten haben kônnen. Bildet man also irgendwelche 
regelmäfigen »#-Ecke, deren Seiten genau auf den n Geraden b, liegen, 
so haben diese alle denselben Inkreis. (Das gilt auch für » —3.) Nun 
ist der cie (b;, b;,}) — à w. 


_ Alle Winkel eines regelmäligen n-Ecks müssen kongruent sein und 
sind zu # teilerfremde Vielfache von 2x:n. Deshalb erhält man sämt- 


liche regelmäfigen »-Ecke, deren Seiten auf den Geraden b, liegen, durch 
folgendes Verfahren. Man wähle 


k zu n teilerfremd, setze k,=k» (mod 2) 


$ 2. Regelmälige Polveder und endliche Drehgruppen, 239 


und bezeichne den Schnittpunkt von 4, und be mit dDann Sind 


AÏ, AE... A 4 
in dieser zyklischen Reiïhenfolge die Ecken eines regelmäkigen »-Ecks 
von der Art 

a =k.a (mod n). 


Die so entstandene Figur kann man auch als Konfiguration betrachten, 
deren Elemente Geraden und regelmälige n-Ecke sind. Es ist das eine 


COPTOPAUAUD)E 
Die Konfigurationsgruppe wird erzeugt durch die Substitutionen 


b;— br, VEN — l (mod n), (7) 


wobei Z alle Restklassen, k# alle zu » teilerfremden Restklassen von # durch- 
läuft, Die Ordnung dieser Konfigurationsgruppe G ist »n@(n). Die Kon- 
figuration ist also eine geometrische Darstellung der zahlentheoretischen 
Substitutionsgruppe (7). 

Aufgaben: Nähere Untersuchung der eben behandelten Figur und 
ibrer Gruppe. G hat einen Normalteiler 9% der Ordnung n; dieser ist 
eine zyklische Gruppe. Gibt es noch andere Normalteiler? Invarianten 
der Normalteiler? Wo liegen die A? Übergang zu einer Figur, die 
aus p (n) regelmäbigen #-Ecken verschiedener Art mit denselben Ecken 
besteht. 


Steht MO senkrecht auf einem regelmäligen n-Eck mit dem Mittel- 
punkt O und projiziert man das n-Eck aus O auf eine um M mit beliebigem 
Radius geschlagene Kugel, so entsteht hierdurch ein sphärisches 
regelmäBiges n-Eck, dessen Seiten Hauptkreisbôgen sind. Der 
Mittelpunkt dieses n-Ecks ist die Projektion O des Punktes O auf die Kugel. 
Die Innenwinkel eines sphärischen regelmäfigen n-Ecks sind alle gleich, 
aber von x—2m:n verschieden, Die Art des sphärischen n-Ecks ist 
die Art des projizierten (ebenen) n-Ecks (Definition). 
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Es wird jetzt nach gewissen metrisch ausgezeichneten Realisierungen 
von orientierten, komplektischen (topologischen), regelmäligen Flächen 


gefragt. 
Die Fläche bestehe aus 
a, Punkten, a, Strecken, a, Zellen. 
Jeder Punkt sei mit a, Strecken und ebensoviel Zellen inzident; 
jede Zelle PS EI 7 , : Punkten LR 


Strecke 1e NZ PUTKtER : > Zellen ; 


1 
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Die Automorphismen der orientierten Fläche bilden eine Gruppe von 


der Ordnung 
do Ey = A3 Ep = 2 Œ. (8) 


Die Realisierung soll im Euklidischen dreidimensionalen Raum erfolgen, 
und zwar sollen folgende drei Bedingungen erfüllt sein: 

1. Den topologischen Punkten bzw. Strecken sollen ein-eindeutig geo- 
metrische Punkte bzw. Strecken, nämlich die «, Ecken bzw. a, Kanten 
entsprechen. 

2. Jedem Zyklus von Punkten und Strecken, der eine Zelle berandet, 
soll ein ebenso orientiertes, regelmäfiges a,-Eck entsprechen, und diese 
seien alle von derselben Art. Hieraus folgt schon, daB die Kanten und 
ebenso die Polygone alle kongruent sind. Jedes a,-Eck defniert eine 
Ebene: diese Ebenen bilden Winkel, die aber nicht eindeutig bestimmt 
sind (Vorzeichen, Supplementwinkel). Für die Winkelmessung wird daher 
folgende Festsetzung getroffen: ,Haben die Polygone ZI, (Mittelpunkt O,) 
und /Z, (Mittelpunkt O,) die gemeinsame Seite à (Mittelpunkt M), dann 
wird als Winkel zwischen ZZ, und J1, bis auf willkürliche Vielfache von 2x 
festgesetzt: X (11,11,) = X O0, M O,, wobei der positive Umlaufsinn in der 
Ebene 0, M O, so festgelegt ist, daB er mit der Orientierung, die & als 
Seite von ZI, hat, ein Rechtsschraubensystem bildet.“ 

Mift man also den Winkel zwischen ZZ, und ZZ,, so hat man den zu 
À (IL IL) entgegengesetzten Winkel zu messen, gleichzeitig aber geht 
der positive Umlaufsinn der Ebene O0, MO, in den negativen über. Es 
ist also 


& (Z, IL) = & (1, IL). 


Nach dieser Festsetzung kann man die dritte Bedingung so formulieren: 

3. Die Winkel, die je zwei zur gleichen Strecke benachbarte &,-Ecke 
bilden, sind alle kongruent mit @ und von 0 und x verschieden. 

Sind diese drei Bedingungen erfüllt'), so ist die erzeugte Figur ein 
regelmäbiges Polyeder. 

Durch die Angabe eines Polygons und des Winkels œ ist ein regel- 
mäbiges Polyeder vollständig bestimmt; die ganze Gruppe der Auto- 
morphismen der orientierten komplektischen Fläche, welche durch ein 
regelmäBiges Polyeder dargestellt wird, kann also durch starre Bewegungen 
des Polyeders dargestellt werden [Deckbewegungen] Bezeichnet 
man wieder zwei zur Kante & gehôrige Polygone des Polyeders mit Æ, 
und ZZ,, die Mittelpunkte von ZZ, 11,, a mit O,, O,, M und dreht das 
Polyeder um das in O, auf der Ebene von IL, errichtete Lot um den 
Winkel 2x:4,, so ist das eine Deckbewegung. Die a, Ebenen, welche 
jeweils die Winkel 2 (11,1%) halbieren (Z4 zu Il, benachbartes Polygon, 
die winkelhalbierenden Ebenen sind durch die Festsetzung über die 


L)NES wird nicht verlangt, daB das Polyeder Begrenzung eines Raumteils (Kôrpers) ist; 
ebensowenig, wie in $ 1 vom regelmäligen »-Eck gefordert wurde, daf es Ebenenstück be- 
grenzt. Selbstdurchdringungen der Polyeder sind also ausdrücklich zugelassen, 
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Winkelmessung eindeutig bestimmt), werden bei dieser Drehung mit- 
einander zyklisch vertauscht; sie gehen daher durch denselben Punkt 
O der Drehachse. Es ist aber auch die Drehung um die Achse O0 M 
um den Winkel x eine Deckbewegung, und zwar vertauscht diese Z1, 
mit ZZ,. Durch Wiederholung solcher Bewegungen kann man jede 
Deckbewegung des Polyeders herstellen. © bleibt immer fest. Es liegen 
also alle Ecken des Polyeders auf einer Kugel um O; ebenso alle Kanten- 
mitten, und entsprechendes gilt für die Mittelpunkte der Polygone,. 
O ist der Mittelpunkt des Polyeders. 

Die Gruppe der Deckbewegungen ist also eine Gruppe von Drehungen 
einer Kugel um ihren Mittelpunkt. Es werden jetzt die endlichen Dreh- 
gruppen untersucht. 

Hilfssatz 1 (vel. Kap. IV, $5, S. 159). ,Jede Drehung einer Kugel um 
ihren Mütelpunkt ist zugleich Drehung um einen Durchmesser.‘ 


Beweis. Geht durch die Drehung der Punkt C, der Kugeloberfläche 
in C, und C, in ©, über, so schneiden sich die Symmetrieebenen von 
C;, und C, sowie von C, und C,; in einem Kugeldurchmesser D, D,. 
Wesgen der Kongruenz der gleichschenkligen sphärischen Dreiecke ©, D, C, 
und C, D, C, bleibt D, — und ebenso D, — fest, 

Zu jeder endlichen Drehgruppe, die nicht nur aus der Identität 
besteht, gehôrt nach dem Hilfssatz eine endliche Anzahl von Dreh- 
achsen. Die Drehungen um eine dieser Achsen bilden jeweils eine 
Untergruppe. Ist g die Ordnung dieser Untergruppe, so haben die zu- 


gehôrigen Drehwinkel die Werte He (= 0, 1), 9 —1) und man 


nennt g die Ordnung der Drehachse. 

Es sind nun drei Hauptfälle zu unterscheiden: 

a) Eine einzige Achse. Die Gruppe ist zyklisch mit derselben Ord- 
nung, wie die Achse. 

b) Eine Achse der Ordnung g=2, die übrigen Achsen von der 
Ordnung 2. 

Hier ist zu beachten, da die Drehungen um zwei Achsen der Ord- 
nung 2, welche einen Winkel y bilden, sich zusammensetzen zu einer 
Drehung um die zu beiden Achsen senkrechte Achse mit dem Dreh- 
winkel 27. Ist also g — 2, so gibt es drei zueinander senkrechte Achsen; 
die Gruppe ist eine Vierergruppe (vgl. S. 20). Ist 92, so mul die 
Achse der Ordnung g bei jeder Drehung in sich selbst übergehen; 
denn bei jeder zur Gruppe gehôrigen Bewegung muf jede Achse in eine 
Achse derselben Ordnung übergeführt werden. Die Achsen der Ord- 
nung 2 müssen daher auf der Achse der Ordnung q senkrecht stehen, 
also in einer Ebene liegen. Ist y der kleinste Winkel, den zwei Achsen 
der Ordnung 2 bilden, so setzen sich die Drehungen um diese Achsen 
zu einer Drehung um die zu ihnen senkrechte Achse B, B, der Ord- 
nung qg zusammen, die den Drehwinkel 27 hat. Daher ist 


= TM (m ganz). 


Levi, Geometrische Konfigurationen, 16 
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Es gibt daher m Achsen der Ordnung 2, die alle in der zu IN D 
senkrechten Durchmesserebene der Kugel liegen und deren Endpunkte 
auf der Kugel zyklisch die Reiïhenfolge ©, C,, ..., Chin2:,402 Has 
sitzen. X0;0C;,, —7. Wegen der Minimaleigenschaîft von y kann es 
keine anderen Achsen geben. Die Punkte C; und B; sind die Fixpunkte 
der Drehungen der Gruppe. Eine Drehung um ©,O0 mit dem Dreh- 
winkel x und eine Drehung um B;, B, mit dem Winkel y ergibt zusammen 
eine Drehung um die Winkelhalbierende von 4 C,O0C,. Die Drehurg 
um B,B, mit dem Winkel y ist also unmôüglich; es kôonnen daher nur 
die C; mit ungeradem Index ? ineinander übergehen und ebenso die C; 
mit geradem Index. Mithin gibt es nur »m Drehungen um B,B,; 


also ist m = q. 


Fall 2 liefert daher nur die Diedergruppen mit einer Achse der Ord- 
pung g und qg Achsen der Ordnung 2, die auf jener senkrecht stehen 
(dies gilt auch im Falle qg — 2). 
c) Es gibt mehr als eine Achse, deren Ordnung > 2 ist. 
Eine solche Achse D’ D” von der Ordnung 


Tor) (9) 


geht dann bei einer gewissen Drehung um eine andere Achse von der 
Ordnung > 2 nicht in sich selbst über. Bezeichnet man also das System 
der verschiedenen Punkte, in die der Fixpunkt D’ durch die Bewegungen 
der Gruppe übergeht, mit 


DISDAR EL (10) 


so besteht dieses System nicht nur aus D’ und D”. Mift man nun die 
Hauptkreisbôgen D;Dz; mit dem Kugelradius als Längeneinheit ohne 
Berücksichtigung eines Vorzeichens, so ist das kleinste vorkommende 
T , : 
Mal daher P=;: Ohne Einschränkung der Allgemeinheit kann man 
also annehmen: 
TT 
OCDE 
| D; D;|=6. 


Der Bogen D, D, gehe durch die Bewegungen der Gruppe in ins- 
gesamt «, verschiedene Bôgen 


CHOC CEx (12) 
über. 
Hilfssatz 2 ,Zwei Bôgen e&; und ex kônnen sich nicht schneïden.“ 
Beweis,. Wäre & = D, LD,, €; — Dz, LDz, so kônnte man ohne 
Einschränkung der Allgemeinheit annehmen 


1 1 ; 
ID LI<£SE8, LD ]<S8, woraus folgt | D; D3,]<8$, entgegen (11). 
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Hilfssatz 3. Auf dem um D; mit dem Radius 8 auf der Einheitskugel 
gezogenen Kreis liegen genau à, Punkte (10). Es ist 3 <a, <5.4 


Beweïis. Nach der Definition von & muB es auf dem Kreis solche 
Punkte (10) geben. Da D; Fixpunkt ist und die zugehôrige Achse die 
Ordnung &, hat, ist die Anzahl der Punkte (10) ein Vielfaches von ue 
Wäre diese Anzahl > 5, so müBten Punktepaare vorkommen, die einen 
Bogen <$ begrenzen, entgegen (11). Es muf also diese Anzahl und 
ihr Teiler & zwischen 3 und 5 liegen, woraus sich die Behauptung ergibt. 


Aus diesem Hilfssatz folgt unmittelbar: 


1. An jeden Punkt (10) stofen genau à, Bôgen (12). 
2. Es gibt in der Gruppe genau eine Bewegung, die 
D; und den an D; stoBenden Bogen &, 
HBÉPULAECEAEE NN ND); . : Ce 


Insbesondere gibt es genau eine Bewegung, welche die Endpunkte 
von &; vertauscht; diese mul aber die Drehung um den Winkel x sein, 
die den Mittelpunkt M; von &; zum Fixpunkt hat, also: 

3. Die Ordnung der Gruppe ist 


— 10 — 0, (16) 


4. Die Mitten M; der Strecken €; sind Fixpunkte von Drehungen 
mit dem Winkel x. 


Es seien D, D, und D, D, an D, sto$ende Bôgen (12), die miteinander 
den Winkel 2x:a, bilden. Es gibt dann in der Gruppe eine Bewegung, 
die 1), und JL), in D), und D, überführt; der zugehorige Drehwinkel ist 
dann — 2 x :a, (& rational). Durch genügend häufige Wiederholung dieser 
Drehung entsteht aus 1), D, ein sphärisches regelmäBiges Polygon; dieses 
kann nach Hlilfssatz 2 sich nicht selbst schneiden; es ist also bei ge- 
eigneter Festsetzung seines Umlaufsinns von der Art 1. Dabher ist die 
rationale Zahl à, ganz, das Polygon ein &-Eck und sein Mittelpunkt F, 
ist Fixpunkt von mindestens &,— 1 von der Identität verschiedenen Be- 
wegungen, Das &,-Eck ist durch die Länge $ seiner Kanten und den 
Innenwinkel 2x:a, im Sinne der Kongruenz eindeutig bestimmt. Jeder 
Bogen (12) gehôrt zu genau zwei solchen Polygoner. Jedes Polygon 
bestimmt auf der Kugel eine konvexe, durch a, Hauptkreisbôgen be- 
randete Zelle, Die Zellen môgen heilben: 


BEA, cs Vaso (13) 
entsprechend ihre Mittelpunkte: 
HN pe (14) 


Keine Zelle z; kann ganz im Innern einer anderen liegen, da die Zellen 
alle flächengleich sind; ferner kann keine Strecke €, eine Randstrecke 
von 2; kreuzen (nach Hilfssatz 2); endlich gibt es (nach Konstruktion) 

16* 
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keine Strecke &,, die von einer Ecke der Zelle ausgehend in 2; hinein- 
ragt. Daraus folgt, daB in z; kein Punkt (10) und daher auch Kkein 
Punkt einer Strecke (12) liegen kann. Es bilden daher die Punkte (10), 
die Strecken (Bôgen) (12) und die Zellen (13) einen Komplex, der die 
Kugel einfach und lückenlos bedeckt. 
Folglich ist 
La di 0: (15) 


Die Ordnung der Gruppe ist 
An = 2 Gi = 9e (16) 


Zählt man jetzt an jedem bekannten Fixpunkt die Anzahl der von 
der Identität verschiedenen Drehungen, so wird jede von der Identität 
verschiedene Drehung insgesamt hôchstens zweimal gezähit. 

Als Summe ergibt sich 


(a —1)% ++ (a —1)ææ—2(2%—1) (nach (15) und (16)). 


Es kommen also in der Gruppe keine anderen Drehungen vor, als 
die bereits angegebenen, und es sind die Punkte 


D DOC 1 W,, oo M>,; nee 3 F: 


die einzigen Fixpunkte der Gruppe. Die zugehôrigen Ordnungen sind 
Ge 2 Ge 


Durch die Fixpunkte ist so eine regelmäliige Kugelteilung bestimmt, 
die bei allen Bewegungen der Gruppe in sich selbst übergeht. Die 
Punkte D;, M;, F; sind deren Ecken bzw. Kantenmitten bzw. Mittel- 
punkte der Zellen. Zerlegt man jede Zelle in & Vierecke, indem man 
den Mittelpunkt mit den zugehôrigen Kantenmitten verbindet, und fafit 
die à, an dieselbe Ecke stoRenden Vierecke zusammen, so erhält man 
eine zweite regelmälige Kugelteilung, die zu der ersten reziprok und 
gegen alle Bewegungen der Gruppe invariant ist. 

Zusammengefafit ergibt sich: 


Satz 2. , Eine endliche Drehgruppe, die weder zyklisch, noch eine Diedergruppet) 
ist, hat zwei zueinander reziproke regelmäfige Teilungen der Kugel zu In- 
varianten. Die Fixpunkte der Achsen zerfallen in drei Klassen: 1. Punkte 
D, zugehôrige Ordnung — à. 2. Punkte M;, zugehôrige Ordnung — 2. 
3. Punkte Fi, zugehôrige Ordnung — a. Jeder Fixpunkt wird in jeden 
Fixpunkt  derselben Klasse, aber in keinen anderen übergeführt.  Beide in- 
variante Kugelteilungen haben die Punkte M; zu Kantenmitten; in der einen 
Kugelleilung sind D; die Ecken, F; die Mittelpunkte der Zellen, in der 
anderen umgekehrt. Diese Drehgruppen heiBen Polyedergruppen.“ 


1) Für die Diedergruppen gilt ein analoger Satz, 
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Wie in Kap. IH, $ 2, S. 55—58 (bes. Satz 9) gezeigt wurde, sind topo- 
logisch nur tetraedrische, oktaedrische, ikosaedrische und die dazu rezi- 
proken regelmäRigen Teilungen der Kugel môglich. Es kommen also 
drei verschiedene Arten von Polyedergruppen in Frage, entsprechend 
den drei verschiedenen Paaren reziproker invarianter Kugelteilungen: 


(æ a; de, 1, @) 
arte SE 4, 6, 4) Tetraeder, 
I (4, 30 6, 12: 8) Oktaeder, 
(3e 4: es Alpe 6) Hexaeder, (a, 
II (56, 2012; 290, = 20) Ikosaeder, 
(5e 60040, 30,12) Dodekaeder. 


Jede Zelle zerfällt in 2 & Dreiecke mit den Winkeln x:à,, x:2, x:&@. 
Durch Angabe dieser Winkel sind die Dreiecke im Sinne der Kongruenz 
oder Symmetrie und folglich die Zellen im Sinne der Kongruenz ein- 
deutig bestimmt. Die Tetraederteilung'en sind also alle zueinander kongruent, 
ebenso die Oktaederteilungen bzw. die Ikosaederteilungen. Der Flächen- 
inhalt eines Teildreiecks ist m(—1+1:a + 1:92 + 1:@)— 277: (û@) 
(wegen (15) und (16) Der Flächeninhalt einer Zelle auf einer Kugel 
vom Radius 1 ist also 


À x : @,. (18) 


Aus dieser Überlegung ergibt sich jetzt leicht der Nachweis, daB die 
unter (17) aufgeführten Kugelteilungen auch wirklich aile existieren. 
Die regelmäBigen sphärischen a,-Ecke mit dem Innenwinkel 2x:a, schlieBen 
sich zu je & um einen Punkt auf der Kugel zusammen. Nach den 
topologischen Ausführungen von Kap.ll, $ 2, S. 55—58 kann man daher 
aus solchen Zellen die unter (17) genannten Figuren als topologische 
Komplexe auf der Kugel konstruieren. Da hierbei keine Randelemente 
auftreten, wird die Kugel lückenlos bedeckt. Wird ein Punkt der Kugel 
mehrfach bedeckt, so gilt dasselbe von einer Umgebung des Punktes. 
Die Summe der Flächeninhalte aller Zellen müfte also groBer als die 
Kugeloberfiäche sein. Wegen (18) ist aber die Bedeckung nur einfach. 
Man erhälit so 


Satz 3. Es gibt genau drei zueinander nicht (1)-isomorphe Polyedergruppen: 
die Tetraedergruppe, die Oktaedergruppe, die Ikosaedergruppe. Die 
zugehôrigen regulären Teilungen (17) der Einheüskugel sind dann im Sinne 
der Kongruenz eindeutig bestimmt.“ 


Aus Satz 2 und Satz 3 ergibt sich ferner unmittelbar die 


Folgerung: ,Æigeniliche Untergruppen einer  Polyedergruppe  künnen 
nur Polyedergruppen, Diedergruppen und zyklische Gruppen sein." 
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& 3. Aufzählung der regelmäfigen Polyeder. 


Im vorigen Paragraphen hat sich ein doppelter Zusammenhang zwischen 
topologischen Konfigurationen und den endlichen Drehgruppen ergeben. 
Gefragt war zunächst nach metrisch ausgezeichneten Realisierungen 
regelmäBiger, topologischer Flächenteilungen, und es ergab sich, daË die 
zugehôrigen Automorphismengruppen endliche Drehgruppen sind. Die 
Frage nach der Gesamtheit der endlichen Drehgruppen führte aber 
wieder — nach Abspaltung trivialer Fälle — zurück auf die topologisch 
regelmäfigen, komplektischen Flächen vom Geschlechte 0, die man mit 
einfachen topologischen Mitteln beherrscht. Es ist so auf dem Wege 
über die endlichen Drehgruppen die Frage nach den regelmäkigen 
Polyedern beliebigen Geschlechts zurückgeführt worden auf regelmäfiige 
Teilungen der Kugel. Daraus folgt aber noch nicht, daB alle regel- 
mäbigen Polyeder vom Geschlecht 0 sind. Vielmehr wird sich ergeben, 
daB auch regelmälBige Polyeder vom Geschlechte 4 môglich sind. 

Der Mittelpunkt eines regelmäligen Polyeders kann nicht auf der Ebene 
eines zugehôrigen Polygons liegen, sonst wäre er Mittelpunkt sämtlicher 
zugehôriger Polygone. Realisiert man die Zellen des Polyeders ent- 
sprechend S. 238 durch Ebenenstücke bzw. Stücke ebener Riemannscher 
Flächen und projiziert das Polyeder auf die durch die Polyederecken g'e- 
legte Kugel, so erhält man auf einer Überlagerungsfläche der Kugel 
eine regelmälige sphärische Teilung'; das Geschlecht dieser Überlagerungs- 
fläche ist gleich dem des Polyeders. Die Vielfachheit der Überlagerung 
der Kugel ist die Art À des Polyeders. 

Es werden die regelmäfigen Polyeder aufgezählt, die zu den in $ 2 
ermittelten endlichen Drehgruppen gehôren. 

Fall a) und b): In einem regelmäligen Polyeder, das zu einer zy- 
klischen oder Diedergruppe gehôrt, müssen die Ebenen aller Polygone 
senkrecht stehen auf der Achse der Ordnung q>2. Also müssen diese 
Ebenen alle parallel sein, entgegen der auf S. 240 angegebenen Be- 
dingung 3. Die zu Polyedern gehôrigen Gruppen sind also immer 
Polyedergruppen. 

Fall c) (Polyedergruppen). Hier wird die Aufzählung durch folgende 
vier Bemerkungen erleichtert. 


d. Ândert man die Orientierung in sämtlichen Polygonen, so gehen 
die Polygone der Art a in solche der Art a —a über. Man kann * 
sich also beschränken auf die Fälle 


OR a: 2: (29) 


2. Da die Mittelpunkte O,, ..., Oy, der an eine feste Polyederecke À 
angrenzenden Polygone durch Drehungen um O À ineinander übergehen, 
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liègen sie alle in einer Ebene und bestimmen in der gecebenen zy- 
klischen Reïhenfolge ein regelmäliges a,-Eck. Die Gesamtheit dieser 
Polygone bildet wieder ein regelmäfiges Polyeder mit dem alten Mittel- 
punkt O. Topologisch ist dieses zweite Polyeder zum ersten reziprok 
(vel S. 47). Ist a die Art der Polygone des zweiten Polyeders, s0 
kann man [entsprechend Bemerkung 1] 


Va ar à (19°) 
annehmen. 
Die Innenwinkel des ersten Polyeders werden dann aus dem Mittel- 
punkt O durch Ebenenwinkel vom Betrag 


2a'r:& (20) 


projiziert. a’ ist die Art der Ecken des ersten Polyeders. 

Aus (20) folgt, daB alle zu denselben Werten von à, a’; &,, & ge- 
hôrigen regelmäligen Polyeder ähnlich sind. 

3. Die Ordnung der Automorphismengruppe ist nach (8) und (16) 


Es ist also 
M — 0 (21) 
Da ferner a, > 2 und a, >2 Ordnungen von Achsen sind, und nur 
Achsen der Ordnung à&,, 2, à, vorkommen, ist 
dl} — 4, OÙer Ga, folglich &, = o, oder &,, (22) 


Go — y y» Go; » Un — y y A. 


4. Es genügt, wenn man von zwei reziproken Polyedern nur das eine 
bestimmt und aus dem fertigen Resultat das andere ableitet. Man kann 
deshalb sich zunächst beschränken auf die Fälle 


A3 = A - (23) 


Unter Berücksichtigung von (19) bis (23) erhält man jetzt die Auf- 
zählung der regelmäligen Polyeder: à 


I. Tetraedergruppe. (&, 4; &o, &, t)— (3,3; 4,6, 4)—(@&, 2; os Ga, Ga), 
GREEN EDR 


Nach Gleichung (19) bis (22) einzig môglicher Fall Wird realisiert, 
indem man die Kreisbôgen der tetraedrischen Kugelteilung durch Strecken 
ersetzt. Dieses Polyeder ist das regelmäbige Tetraeder. 

Zu ihm gehôren 
drei Achsen der Ordnung 2, die durch je zwei Kantenmitten gehen und 
3, die durch je eine Ecke und einen Dreiecks- 


vier » , , 
mittelpunkt gehen. 


Die reziproke Figur ist auch ein regelmäliges Tetraeder. 
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IL Oktaedergruppe. (Go, Gi Go Gas Go) = (4, 35 6, 12, 8), 
& und & sind 3 oder 4, folglich a — a = 1. 


Fall 1. (o, Gas Co, C2) = (3, 3; 8, 12, 8); — Ay + A — LU — — 4, 
topologisch unmôglich. 


Fall 10 5 0.0, 0) (Hanoi, 6); —a+a—@—= 0, 
Geschlecht p — 1, geometrisch unmôglich. 


Denn die sechs Quadrate müften Endpunkte der drei Achsen der 
Ordnung 4 als Ecken haben und gleichzeitig auf einer dieser Achsen 
senkrecht stehen. Es gibt aber nur drei solche Quadrate. 


Fall 3. (M did, cr) (4 5/160:12728). 


Realisiert (wie I), wenn man die Bôgen der oktaedrischen Kugelteilung 
durch Strecken ersetzt. Das Polyeder und sein reziprokes sind: 


das regelmäBige Oktaeder und das regelmäbige Hexaeder (Würfel, Kubus), 


zwei Achsen der Ordn. 2: durch je zwei Kantenmitten, 
vier . ” … M0: 0 00, 7m DreieckemitenpzwrECRen 
drei ; à » 4! , ;  ,  Ecken bzw. Quadratmitten. 


IL TIkosaedergruppe. (a, 0; @;; &, @)—(b, 3:12, 50,20) 


Fall (a, @; @, a, d) —1(3,3; 20,30, 20)—@,; a; 010, 
topologisch unmôglich. 
Fall 2. (@, @; &, @, &) — (5, 3; 12, 30, 20), —a Eu —œ = — (2; 


Geschlecht p — 0. 
Wegen (19) ist Hi 


Unterfall a): à’ — 1. Realisiert, wenn man die Bôg'en der ikosaedrischen 
Kugelteilung durch Strecken ersetzt. Das Polyeder ist das regelmäBige 
Ikosaeder, reziprok dazu: das regelmäfige Dodekaeder. 

Unterfall b): & —2. Die Dreiecke eines solchen Polyeders werden 
auf die ihm umbeschriebene Kugel aus dem Mittelpunkt © projiziert in 
gleichseitige sphärische Dreiecke mit dem Innenwinkel 4x :5. Reali- 
sierung: Sind D,, D,, D, die Ecken eines Dreiecks J auf dem regel- 
mäfigen Ikosaeder und sind J),, D,, D, die dritten Ecken der drei zu 4 
benachbarten Dreiecke, so ist D,, D,;, D, ein gleichseitiges Dreieck 
mit der verlangten Eigenschaft. Die 20 so gebildeten Dreiecke be- 
stimmen ein Polyeder, zu dem die angegebenen Konstanten gehôüren. 
Durch Drehung um © kann jedes Paar benachbarter Dreiecke in jedes 
andere übergeführt werden; die Winkel zwischen den Dreiecken sind 
also gleich, das Polyeder daher regelmäfig. Es heift das sterneckige 
Zwanzigflach; reziprok!) dazu: das zwanzigeckige Sternzwôlfflach. 


”) Beschreïbung dieser Gebilde in $ 4 (Abb. 56). 
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FALS NC bad, mi) (0, 6: 019, 30, 12) 0 a 6; 
Geschlecht p — 4. 

Jede Ecke muB Fixpunkt einer Achse der Ordnung 5, also eine Ikosa- 
ederecke sein und die Mittelpunkte aller Polygone dieser Polyeder müssen 
auf einer Achse der Ordnung 5 liegen. Da alle diese Achsen durch die 
Ikosaedergruppe ineinander übergeführt werden, geht jede Drehachse 
durch genau zwei Polygonmittelpunkte, Z. B. gehe (1), D,,) durch den 
Mittelpunkt des Polygons (Fünfeck) mit einer Ecke D,. Durch Drehungen 
um (D, D.;) geht D, in die fünf Ecken des Polygons D,, D,, D,, D,, D, 
über. Auf dem Ikosaeder ist jede Ecke mit genau je einem Fixpunkt 
der fünf anderen Achsen durch eine Strecke verbunden, z. B. D, mit L),; 
dann sind auch D,, D,;, D,, D, mit D, verbunden. Das andere zu (D, D.) 
senkrechte Polygon hat dann die Ecken D,, D,, D,, D,,, D, die mit 
D,, verbunden sind, und liegt zum ersten symmetrisch, Es sind also die 
Ebenen der 12 Polygone und ihre Ecken durch die Achsen der Ikosaeder- 
gruppe bestimmt. Es kommt noch die Art der Fünfecke in Betracht. 
Ist a —1, so ist der Innenwinkel der zugehôrigen sphärischen Fünf- 
ecke 4x:5 und daher a’ —2. Ist a—2, so ist der entsprechende 
Winkel 2x:5 und daher & —1. Verbindet man andererseits jeweils 
die fünf Ecken eines Ikosaeders, die zur selben Ecke benachbart sind, 
durch ein Fünfeck der Art 1 (bzw. der Art 2), so bestimmen die so ent- 
stehenden 12 Fünfecke jeweils ein regelmäBiges Polyeder. Fall 3 liefert 
also genau zwei (zueinander reziproke) Polyeder. 

(a, a) = (1,2): das sterneckige Zwôlfflach, dazu reziprok: (a, a’) — (2, 1) 
das zwôlfeckige Sternzwôlfflach. 


Tafel der regelmäligen Polyeder. 


/ Gruppe der 
Gy Go y Gi y GX À Automorphismen 
Tetraeder Ë 4 6 4 Tetraedergruppe Tetraeder 
Oktaeder GLI20 5 Oktaedergruppe Hexaeder 
Ikosaeder 12 30 20 Ikosaedergruppe Dodekaeder 
Sterneckig'es 12 30 20 Lwanzigeckiges 
Zwanzigflach Sternzwôlfflach 
Sterneckiges 12 30 12 Zwôlieckiges 
Zwolfflach Sternzwolffach 
’ Gruppe der 
EAU LHC CS EEE d'a À 1 Automorphismen 


Projiziert man die Polyeder auf die umbeschriebene Kugel (vgl. S. 246), 
so ergibt sich für Tetraeder, Oktaeder und Ikosaeder eine einfache 
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Überdeckung, also ÀA—1. Im Falle des sterneckigen Zwanzigflachs 
wird der Flächeninhalt eines sphärischen Dreiecks 7 x : 5, also eine sieben- 
fache Bedeckung der Kugel, À —7. Im Falle des sterneckigen Zwülf- 
flachs hat jedes sphärische Fünfeck den Flächeninhalt x, also 43. 
Verbindet man auf der Überlagerungsfläche der Kugel, auf die ein regel- 
mäfiges Polyeder abgebildet ist, die Mitten der benachbarten sphärischen 
Polygone durch Hauptkreisbôgen, so entsteht jeweils die reziproke Figur, 
in der @, Go; @, + a, @ vertauscht sind. À hat daher für reziproke 


Polyeder denselben Wert. 


S 4. Eigenschaften der Polyedergruppen und der 
regelmäfigen Polyeder. 


lRetraederseupne 


Jede zulässige Drehung um eine Achse der Ordnung 3 vertauscht 
die drei anderen Achsen der Ordnung 3 zyklisch. Alle zyklischen Ver- 
tauschungen zu je drei (,Dreier“) dieser Achsen werden daher durch die 
Tetraedergruppe erzeugt; diese ist alsot) zur alternierenden Gruppe À, 
der vier Achsen der Ordnung 3 isomorph. Da beide Gruppen von der 
Ordnung 12 sind, ist der Isomorphismus einstufig. Die Tetraedergruppe 
läft sich also auffassen als Y, der Achsen der Ordnung 3, oder als Y, 
der Ecken, oder auch als À, der Dreiecke. 

Die Folgerung zu Satz 3 (S. 245) ermoôglicht jetzt eine vollständige 
Aufzählung der Untergruppen der Tetraedergruppe. Polyedergruppen 
kommen nicht in Frage, da die Tetraedergruppe unter ihnen die kleinste 
Ordnung hat. Zyklische Gruppen werden von den Achsen der Ord- 
nungen 2 und 3 geliefert, Diedergruppen nur von Achsen der Ordnung 2; 
denn bei jeder Deckbewegung des Tetraeders, die eine Achse der Ord- 
nung 3 invariant läBt, bleibt auch die einzige auf ihr liegende Tetraeder- 
ecke fest; die beiden Richtungen auf der Achse kônnen also nicht ver- 
tauscht werden. Es gibt also folgende eigentliche Untergruppen: 


Eine Vierergruppe der Ordnung 4. Invarianten: jede Achse der Ordnung 2 
(iedes Paar gegenüberliegender Kanten), 


Vier zyklische Gruppen ” 3. Invarianten: je eine Achse der Ordnung 3 
(1 Ecke, 1 Dreieck). 


Drei É 7 d m 2. Invarianten: je eine Achse der Ordnung2 
(je ein Paar gegenüberliegender Kanten), 


Durch die Deckbewegungen des Tetraeders gehen die Invarianten 
der Vierergruppe in sich selbst über, die Invarianten der zyklischen 
Gruppen aber nur dann in Invarianten derselben zyklischen Gruppe, 


1) Vel. Kap. I, Satz 18, S. 20. 
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wenn die Deckbewegung zu dieser zyklischen Gruppe gehôrt. Das 
kommt daher, dal die Vierergruppe der einzige Normalteiler der {, ist. 

Faft man die Definition der regelmäkigen Polyeder etwas weiter, so 
kommen noch andere Gebilde in Betracht. Läft man z. B. zu, daf 
mebhrere topologische Strecken auf dieselbe geometrische Strecke be- 
zogen werden, so bleibt ein Zusammenhang zwischen Polyedern und 
Drehgruppen bestehen; es müssen aber auch noch die Überlagerungs- 
flächen der gewOhnlichen regelmäfligen Polyeder behandelt werden. 
Z. B. gibt es eine Uberlagerungsfläche des Tetraeders mit: 


(&o, A; Co, 1, @) == (6, 3, 4, 12, 8), = 1° 


die Tetraedergruppe ist dann Normalteiler der Automorphismengruppe 
und diese hat die Ordnung 24. 

Haben vier Punkte im Raum paarweise dieselbe Entfernung, so be- 
stimmen sie vier gleichseitige Dreiecke; der vierte Punkt liegt dann 
jeweils auf den drei Symmetrieebenen, welche von den anderen Punkten 
paarweise bestimmt werden. Es sind also die Winkel zwischen den 
Ebenen der Dreiecke gleich und daher ist die Figur ein regelmäliges 
Tetraeder. 


IL. Oktaedergruppe. 

Das regelmälige Oktaeder geht durch Spiegelung an seinem Mittel- 
punkt in sich selbst über, ebenso das regelmäfige Hexaeder. Die Ecken 
(ebenso die Kanten und Dreiecke) zerfallen daher in diametral gelegene 
Paare. Es entspricht jeder Achse der Ordnung 2, 3, 4 ein Paar diame- 
traler Kanten, Dreiecke, Ecken des zugehôrigen regelmäBigen Oktaeders 
(bzw. Kanten, Ecken, Quadrate des regelmäBigen Hexaeders); durch die 
Deckbewegungen gehen diametrale Paare wieder in solche über. 

Sind {1} und {5} diametrale Ecken des regelmäligen Hexaeders, ferner 
{2}, {3}, {4} die mit {5}, und {6}, {7}, {8} die mit {1} durch Kanten ver- 
bundenen Ecken, so bilden {1}, {2}, {3}, {4} und {5}, {6}, {7}, {8} jeweils 
ein regelmäliges Tetraeder:) (Kantenlänge — | 2 : Kantenlänge des 
Hexaeders). Die vier Achsen der Ordnung 3 des Hexaeders (Oktaeders) 
sind zugleich die Achsen der Ordnung 3 dieser beiden Tetraeder. Die 
zur Oktaedergruppe gehôrigen Drehungen um diese Achsen erzeugen 
daher eine Tetraedergruppe und diese ist die alternierende Gruppe A, 
dieser vier Achsen. Eine Drehung mit Drehwinkel x um eine Achse 
der Ordnung 2 vertauscht zwei Achsen der Ordnung 3 und läft die 
beiden anderen invariant, ergibt also eine ungerade Permutation dieser 
Achsen, Mithin müssen in der Oktaedergruppe sämtliche (gerade und 
ungerade) Permutationen der vier Achsen der Ordnung 3 vorkommen. 


1) Das vom Hexaeder bestimmte Tetraederpaar ist auch schon — bei entsprechend ver- 
änderter Definition — als regelmäBiges Polyeder (stella octangula) bezeichnet worden, Zu ibm 
gehôren die Konstanten von $ 8, Fall IL, 1, S. 248. — Dieselbe Figur wird von den Mittel- 
punkten der Dreiecke des regelmäliigen Oktaeders erzeugt, — Auch sei hier auf die Aufgabe 2, 
Kap. IL, $ 5, S. 86 rückverwiesen, 
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Kap. VI. 
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Konjugierte Untergruppen Achsen 


Charakteristisches System 


: Ord bezüglich von Invarianten 
Bezeichnung Anzahl | Ordnung | Ansabl 
Oktaederer. | Unterer. | 
LA 
Tetraedergruppe 1 12 4 3 3 beliebiges Tetraeder des Tetraederpaares 
3 + 2 
Diedergruppe 3 8 [ il 4 4 | eine Achse der Ordnung 4 
{ 2 2 | 2 
(le 4 
# + 6 1 3 3 x ” » DURE 
3 2 2 
” 1 4 o 4 2 drei Achsen ,, _ 4 
» 3 4 1 4 2 { eine Achse der Ordnung 4 
9 9 und zwei Achsen ., = 2 
Zyklische Gruppe 3 4 1 4 À zwei diametrale Ecken des Oktaeders 
» 4 3 1 3 o à . . »  Hexaeders 
» 3 2 1 4 2 { - 5 »  n  Oktaeders 
und die Achsen in ihrer Symmetrieebene 
5 6 2 1 2 2 zwei diametrale Kanten des Oktaeders 
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Da ferner die Oktaedergruppe die Ordnung 24 hat, ist die Oktaeder- 
gruppe die symmetrische Gruppe S, der vier Achsen der Ordnung 3. 
Wie im Falle der Tetraedergruppe ermôglicht die Folgerung zu Satz 3 
a vollständige Aufzählung der eigentlichen Untergruppen (s. Tabelle 

. 252), 

Aufgaben. 1. Ist der geometrisch unmôgliche Fall des 8 3, II 2 
topologisch realisierbar? (mit Zellen, mit Quasizellen, auf orientierbaren 
oder nicht orientierbaren Flächen). Welches sind die Automorphismen- 
gruppen dieser Komplexe? 

2. Die Ecken und Kanten eines Hexaeders sollen zu Punkten und 
Strecken einer komplektischen Fläche (a, @&3; &, 1, &) — (3, 6; 8, 12, 4) 
gemacht werden. Eigenschaîften dieser Flächen (Orientierbarkeit? Auto- 
morphismengruppe?) 


IL Ikosaedergruppe. 

Aufer fünfzehn Achsen der Ordnung 2 und sechs Achsen der Ord- 
nung 5 sind zehn Achsen der Ordnung 3 vorhanden. Zu jeder Tetraeder- 
gruppe, die Untergruppe der Ikosa- 
edergruppe ist, gehôrt ein Quadrupel 
von diesen Achsen, welche die um- 
beschriebene Kugel in den Ecken 
zweier symmetrischer, regelmäkiger 
Tetraeder durchstolen. Statt auf der 
Kugel Quadrupel von Fixpunkten 
solcher Achsen aufzusuchen, die paar- 
weise dieselbe Entfernung haben, ge- 
nügt es, auf dem Ikosaeder die Qua- 
drupel von Dreiecken zu bestimmen, 
die paarweise durch Kkongruente 
Ketten von Strecken und Dreiecken 
verbunden sind. Zur Auffindung 
dieser Quadrupel genügt aber eine be- 
liebige, regulär mit den Konstanten 
(&, &>) = (5, 3) geteilte (topologische) Sphäre. Alle diese Komplexe sind 
zueinander isomorph. Das in Abb. 54 mit @ bezeichnete Dreieck wird 
sowohl durch die drei Dreiecke +, wie auch durch die Dreiecke O zu 
einem Quadrupel der verlangten Art ergänzt; zu anderen Quadrupeln 
kann @ nicht gehôren, da die Entfernung der übrigen Dreiecke von @ 
grôBer oder kleiner ist, als die der + und ©. Jedes Dreieck und ebenso 
jede Achse gehôrt also zu zwei Quadrupeln. Es gibt daher 


fünf Achsenquadrupel 1 POLAR 
und die Achsen sind (24) 
mit Zahlpaaren HO 1(H) 


zu bezeichnen, Den Bewegungen der Ikosaedergruppe entsprechen 
Permutationen der fünf Ziffern. Den Drehungen um die Achse (+) 
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entsprechen  zyklische  Ver- 


5 ; 
DLL LLLL ZZ  tauschungen der drei anderen 
Liffern. Es kommen also alle 


NAS geraden Permutationen in der 
Ikosaedergruppe vor; da diese 
Ne auRerdem die Ordnung 60 hat, 
ist sie zur alternierenden 

STE Gruppe À; (1)-isomorph. 


Bezeichnet man die beiden 
diametralen Dreiecke des Iko- 
saeders, die zu der Achse (24) 
der Ordnung 3 gehôren, mit 
(ik), so entsteht eine Beschrif- 
tung der Ikosaeder-Dreiecke, 
bei der zwei Dreiecke mit ge- 

Abb, 55. meinsamer Kante keinen ge- 

meinsamen Index haben (siehe 

Abb. 55). Zu den Achsen der Ordnung 5 gehôren die Zyklen (a, b, c, d, e) 

und ihre Potenzen; um die zugehôrigen Ecken sind die Dreiecke in der 
Reïhenfolge ab, cd, ea, bc, de gelagert. 

Zu den Achsen der Ordnung 2 gehôren gerade Permutationen der 
Ordnung 2, also Zweierpaare (ab) (cd), die gegen diese Zweierpaare in- 
varianten Kanten sind in die Dreiecksbeschriftung folgendermañen ein- 
gelagert: 


K 


Wie im Falle der Tetraeder- und Oktaedergruppe, sollen jetzt alle 
eigentlichen Untergruppen der Ikosaedergruppe aufgezähit werden. 


nung Potenzen 


Tetraedergruppen gerade Permutationen von je vier Ele- 
menten &, b, c, d. 
Diedergruppen (a, b, C, d,e); (b,e) Q (c,d) 5 (a,c) © (d,e) : (b,d) . (a,e) : 
(a, b)-(c,e); (a,d)-(b,c). 


Bezeichnung Ord- | Gruppe besteht aus folgenden Permutationen und ihren 
5 
6 
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Die Angabe der zur Untergruppe gehôrigen Permutationen läft die 
zugehôrigen Achsen und weiterhin die geometrischen Invarianten leicht 
erkennen., Bemerkenswert ist, daf man durch topolog'isch-greometrische 
Untersuchungen die sämtlichen Untergruppen der abstrakten A, erhält. 
(Bezüglich der Normalteiler vel. Kap. I, Satz 14, S. 20). 

_Von den sechs regelmälBigen Polyedern, die zur Ikosaedergruppe ge- 
hôren, sind zwei Zwanzigflache (Ikosaeder, Sterneckiges Zwanzigflach) 
und vier Zwolfflache (Dodekaeder, Zwanzigeckiges Sternzwôlfflach, Zwôlf- 
eckiges Sternzwülfflach, Sterneckiges Zwôlfflach), Die 20 bzw. 12 
Ebenen eines solchen Polyeders zerlegen den Raum in konvexe räum- 
liche Zellen. Bei den Drehungen der Ikosaedergruppe werden diese 
Zellen in gewisser Weise miteinander vertauscht. Da bei allen diesen 
Drehungen der Mittelpunkt des Polyeders fest bleibt, gilt dasselbe von 
der Zelle Z, die diesen Punkt enthält. Die Ikosaedergruppe hat nun die 
Eigenschaft, dal durch sie jede Ebene des Polyeders in jede andere 
übergeführt werden kann und dak in ihr eine zyklische Gruppe (von 
der Ordnung 3 bzw.5) enthalten ist, die eine beliebige vorgegebene 
Polyederebene festhält, Daraus folgt, dai Z von sämtlichen (20 bzw. 12) 
Polyederebenen begrenzt wird, die begrenzenden Polygone regelmäBig 
(Dreiecke bzw. Fünfecke), die Ecken und die Winkel zwischen benach- 
barten Ebenen kongruent sind. Z stellt also selbst ein regelmähiges 
Polyeder dar, dessen Gruppe die Ikosaedergruppe ist Da Z konvex 
ist, müssen die Polygone und die Ecken die Art a = 1 haben. Es handelt 
sich also um ein Ikosaeder bzw. Dodekaeder. Es sind also die 20 Ebenen 
eines Sternzwôülfflaches gleichzeitig die Ebenen eines Ikosaeders und da 
alle Ikosaeder zueinander ähnlich sind, gilt auch die Umkehrung. Auf 
die regelmäligen Zwôlfflache angewandt, ergibt diese Überlegung den 


Satz 4 ,Die Ebenen eines beliebigen regelmäfigen Zwülffaches sind stets die 
Ebenen von vier regelmäfBigen Zwôlfflachen verschiedenen Typus.“ 


Die gegenseitige Lage dieser regelmäligen Zwolfflache und die Zer- 
legung des (projektiven) Raumes durch ihre Ebenen in räumliche Zellen 
soll noch etwas näher erläutert werden. 

Die Ebenen eines Dodekaeders sind paarweise parallel und vonein- 
ander verschieden. Die Schnittlinien von elf solchen Ebenen mit der 
zwôlften Ebene Æ bestehen also aus der unendlich fernen Geraden, den 
Seiten des von den Nachbarflächen ausgeschnittenen regelmäfigen Fünf- 
ecks und fünf dazu parallelen, aber mit den Fünfecksseiten nicht identischen 
Geraden. Es gehen also niemals drei Ebenen durch dieselbe Gerade. 
Die in Æ liegenden Dodekaederecken sind die Ecken À4,, 4,, 4;, À, À; 
eines regelmäBigen Fünfecks der Art 1; die Ecken des zugehôrigen 
Sterneckes môgen B,, B,, B., B,, B, heiken. Die 4; sind Schnittpunkte 
von fünf Achsen der Ordnung 3 mit #. Es mu Æ aber auch fünf 
Ecken eines sterneckigen Zwôlfflachs enthalten; durch diese gehen fünf 
Ebenen, und sie sind die DurchstoBungspunkte von Achsen der Ord- 
nung 5 mit #, also von den À; verschieden. Daher müssen in Z Punkte 
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(+ À;) vorkommen, durch die vier Schnittlinien gehen; wegen der An- 
ordnung der Schnittlinien in zwei parallele Fünfseite und die unendlich 
ferne Gerade kônnen dies nur die Punkte B; sein. Die gegenseitige 
Lage der Schnittlinien entspricht also der Abb. 56. 


Art der Ecken auf 


Fünf- Achsen der Figur in E ist 

ecke Ordnung 
Dodekaeder: a —]: 3 Fünfeck À;. 
Sterneckige Zwôlfflach: a= 1; 5 einfaches Fünfeck B;. 
Zwôlfeckige Sternzwôlfflach: =; 5 Sternfünfeck B;. 
Zwanzigeckige Sternzwôolfflach: a — 2; 3 Sternfünfeck C:;. 


Die sechste. Achse der Ordnung 5 steht auf Æ# senkrecht und geht 
durch den Mittelpunkt der Figur. 

Zu den Teïlpunkten 4;, B;, C; treten noch fünf unendlich ferne Punkte 
D; (= 1, ..., 5) der Ebene Æ. Die unendlich ferne Gerade von Æ 


ESS 
Lo] 
ë 


Abb, 56, 


$ 4. Eigenschaiten der Polyedergruppen und der regelmäbigen Polyeder. 257 


(und entsprechendes gilt für die übrigen Polyederebenen) wird von keiner 
Achse der Ordnung 3 oder 5 getroffen. Die sechs unendlich fernen 
Schnittgeraden erzeugen in der unendlich fernen Ebene eine Zelleinteilung, 
und die unendlich fernen Punkte der genannten Achsen müssen im 
Innern solcher Zellen liegen. Bei den Drehungen um diese Achsen 
bleiben die betreffenden Zellen invariant. Die unendlich fernen Punkte 
der Achsen von der Ordnung 5 müssen also in fünfeckigen Zellen liegen 
(da andere 5 k-eckige Zellen nicht auftreten kônnen) und da zu ver- 
schiedenen Achsen verschiedene Zyklen gehôren, müssen so diese sechs 
Achsen in sechs verschiedenen Fünfecken endigen. Die sechs unendlich 
fernen Schnittgeraden erzeugen also in der unendlich fernen Ebene sechs 
Fünfecke und zehn Dreiecke (vgl. S. 86, Aufgaben 3 u. 4). 

E wird von &, — 20 Punkten, «, — 55 Strecken in &, — 36 ebene Zellen 
(ein Fünfeck, 35 Dreiecke) zerlegt. Im ganzen Raum gibt es daher 
a, — 67 Punkte (20 A-Punkte, 12 B-Punkte, 20 C-Punkte, 15 D-Punkte), 
a; — 330 Strecken, « — 432 ebene Zellen, Die Anzahl der räumlichen 
Zellen lieBe sich hieraus schon nach einem allgemeinen, für Räume un- 
gerader Dimension gültigen Satz (der aber in Kap. Il nicht bewiesen 
wurde) mit @, — @, + &, — &; — 169 errechnen. 

Um die Beschaffenheit der räumlichen Zellen zu ermitteln, muB man 
beachten, dal sich in den À- und C-Punkten je drei, in den B-Punkten 
je fünf, in den D-Punkten je vier Ebenen schneiden, daB also in ihnen 
je 8, 22, 14 räumliche Winkel angrenzen. Die Anordnung dieser Winkel 
ist nämlich (2)-isomorph zur Einteilung, welche die betreffenden Ebenen 
auf einer nicht durch den Scheitel gehenden, aber sonst beliebigen 
projektiven Ebene erzeugen. Die Gesamtzahl der räumlichen Zellecken 
ist daher W,— 794. Da jede Strecke zu vier, jede ebene Zelle zu zwei 
räumlichen Zellen gehôrt, ist die Gesamtheit der räumlichen Zellkanten, 
bzw. Flâchen W, — 4%, — 1320, W,=2a;—=864 


Es ergibt sich jetzt folgender Aufbau: 


1. Zelle Z (Modell des Dodekaeders). 

2. An die Flächen von Z grenzen 12 fünfseitige Pyramiden mit den 
Spitzen B,, ..., B,, (1 + 2 — Modell des zwôlfeckigen Sternzwülf- 
flachs). 

3. An die 60 freien Pyramidenflächen grenzen 30 Tetraeder mit je 
zwei A-Ecken und zwei B-Ecken (1 + 2 + 8 — Modell des stern- 
eckigen Zwôlfflachs). 

4, An die 60 freien Flächen von 3 grenzen 20 Doppeltetraeder mit 
den Spitzen 4;, C5; die Basis ist ein B-Dreieck (1 + 2 + 3 + 4 — Mo- 
dell des 20-eckigen Sternzwôlfflachs). 

5. An die 60 freien Flächen von 4 grenzen 30 Doppeltetraeder 
mit C-Spitzen und einem Basis-Dreieck B; Bz Di. 

6. An die 120 freien Flächen von 5 grenzen 60 Tetraeder C; B; D; D» 
mit jetzt noch je 60 freien Flächen C; D; D, und BrDDr: 
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7. An die 60 freien Flächen C;D, D, grenzen 10 Doppeltetraeder- 
Spitzen C;C;, Basis 13 Dm D, (die zehn Dreiecke der unendlichen 
fernen Ebene). 

8. An die 60 freien Flächen B,D,D, grenzen sechs zehnflächige 
Doppelpyramiden mit den Spitzen By, By und der Basis Dr PR 
(die sechs Fünfecke der unendlich fernen Ebene). 


Insgesamt: 
Ecken Kanten Flächen 
Dodekaeder (1) 1 20 30 12 
Tetraeder (3, 6) 90 360 540 360 
Doppeltetraeder (4, 5, 7) 60 300 540 360 
fünfseitige Pyramiden (2) 12 72 120 72 
zehnflächige Doppelpyramiden (8) 6 42 90 60 


Gesamtzahl der Elemente a;—169, W,—794, W,—1320, W,—864. 


$ 5. Polyedertheorie und binäre Substitutionen. 


Durch Satz 2 ($ 2, S. 244) wurde die Verbindung hergestellt zwischen 
der Polyedertheorie und den Drehgruppen, oder — was dasselbe ist — 
den Gruppen von Deckbewegungen einer Kugel. Projiziert man die 
Kugel stereographisch auf eine Ebene, so werden den Deckbewegungen 
der Kugel gewisse Automorphismen dieser Ebene zugeordnet, und es 
wird gezeigt werden, dal diese Automorphismen sich als binäre, lineare, 
homogene Substitutionen mit komplexen Koeffizienten darstellen lassen, 
Hiervon ausgehend gelangt man zu einem sehr allgemeinen Satze über 
die endlichen Gruppen ‘solcher binärer Substitutionen. 

Im Raume mit den kartesischen Koordinaten &, », Ê werde die 


Kugel Etm+t 1—0 (24) 


auf die Ebene Ê—0 vom Punkte (£, mn, &) — (0,0, — 1) aus projiziert 


(stereographische Projektion). Die Punkte der Projektionsstrahlen, die 
einen beliebigen Kugelpunkt (£,, 7, &) projizieren, haben dann 


die Koordinaten: Sites TX, Co x — (1 — x). 


Für die Projektionen auf die Ebene & —0 ist daher x— 1: (Éo + 1) 
zu setzen. L 


: Wählt man also in dieser Ebene das kartesische Koordinatensystem (x, y) 
übereinstimmend mit den räumlichen Koordinaten (ë, n), so entsprechen sich 
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die Punkte (ë, », &) auf der Kugel (24) 
und der Punkt (x, y) auf der Ebene Ë — 0, wenn 


æ—#:(t+1), y=n:(6+1) (25) 
und daher umgekehrt 
2 x _2y" 1—2— 7% 
E = —— 1 — EE -——— d 
SET TETE TETE CE 


ist. Aulier dem Punkte (0, 0, — 1) ist so jedem Punkte der Kugel (24) 
ein Punkt der Ebene £ — 0 und damit eine komplexe Zahl 


eimdeutig zugeordnet. Man kann statt der komplexen Koordinate z 
homogene Koordinaten einführen, indem man setzt 


Ar) :e (27) 

Das Zahlenpaar (2,,2,) ist dann durch den Punkt (x, y) der Ebene 
[bzw. dem zugehôrigen Punkt der Kugel (24)] bis auf einen gemeinsamen 
Faktor og +0 bestimmt. Nach (27) mu 2, + 0 sein. Hält man 2, +0 
fest, und läft z, gegen 0 konvergieren, so konvergieren die zugehôrigen 


Punkte auf (24) gegen den Punkt (0,0, — 1). Führt man jetzt also 
definitionsweise einen ,unendlich fernen Punkt der Ebene“ 


(1, 2) = € (1, 0) (27) 


ein, so erhält man eine stetige Abbildung der ganzen Kugel (24) auf 
die Zahlenpaare (2,,2,), wenn man den unendlich fernen Punkt der Ebene 
als Bildpunkt von (0, 0, —1) auffafit. Mit einziger Ausnahme des Zahlen- 
paares (0, 0) entspricht jetzt jedem Zahlenpaar (z,,z;) ein Punkt der 
Kugel (24). 

Diese Darstellung der Kugel (24) wird den folgenden Betrachtungen 
zugrunde gelegt. 

Durch Drehung um die C-Achse mit dem Drehwinkel 2 @ geht über: 


(&, n, ©) in (£’, 7,0) =(Ë cos 2p+nsin2yp, —EË sin 2p+7cos2v, Ÿ), 
z+yiin g'+yi —=(x + yi) e?vi 
bruno ls, 2) 0 (21000 ee) (28°) 
Durch Drehung um die 7-Achse mit dem Drehwinkel 2 @ geht über: 


(£ 9 E) in (8”, 7°, €") = (E cos 2 p — C sin 24, m, E sin 2p + Ecos2), 
Fe ” . æ cos 2 p — (1 — x? — y?) sin p cos p + y? 
7 ROSES Re 2 p—+(1— x — y?) cos 2p+4(1+ 2 +7) 
__[cosp(x+ yi)—sin p] cu Pen) ERES (a nach (25), (25’) 

[sin p (x+ yi) + cos p] [sin y (x — yi) + cos p] 


O (21, 2) in ©’ (21, 23) = 0’ (2, COS P — 3 Sin, 2 Sin p + 2 COS D). (281) 
17* 
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Die Drehungen um die £- und y-Achse liefern also lineare Substitu- 
tionen der (2,, 22) 


PEU cos @ —Ssinq 
mit den Matrizen ( 2) bzw. ( P 2 


Sin p cos 
Das sind Matrizen vom Typus 
( - : wobei « & + 8B=— 1. (28) 


Hierbei ist, wie üblich, mit & (bzw.f) die zu « (bzw. 8) konjugiert 
komplexe bezeichnet. Nun bilden aber die Matrizen des Typus (28) 
eine Gruppe; denn es ist das Produkt zweier solcher Matrizen 


CPE ut 


x À 
% 


pee 


Durch Zusammensetzung von Drehungen um die &- und 7-Achse er- 
hält man also Transformationen der (2,,2,), die durch binäre Substitu- 
tionen (28) erzeugt werden kônnen. Man kann aber jede Deckbewegung 
der Kugel (24) aus Drehungen um diese beiden Achsen zusammensetzen. 
Jede Deckbewegung ist nämlich eine Drehung D,, um eine Achse a 
mit dem Winkel W. Durch Drehung D);,, (um die &-Achse) kann man ga 
in die (£, C)-Ebene drehen und durch eine hinzugefügte Drehung um die 
7-Achse D,,,, gelangt à in die Ë-Achse. Es ist also 


und = il 


y Ô 
Rate 


æ1 x 


D,,v = De,y, D, y D},y (De. y D) 


(29) 
S De, #1 D, Pa D;,y D, TT D; —Y1? 
das heïft: Jede Deckbewegung der Kugel (24) wird von einer Sub- 
stitution (28) erzeugt. Setzt man in (29) die Matrizen ein, welche den 
Transformationen (28) und (287) entsprechen, so erhält man 


D ES da. sin Y sin 2, (cos 2 W, + à sin 2) 
97 (sin sin 2W,(—cos 2, +isin 2.) cos W — ? sin Y cos2 ni 
ue a+br c+di : 
= (ae re) et et EN (30) 
Di==ICOSU), b = sin Y cos 2 y, 


c—sinwYsin2W,cos2w,,  d— sin y sin 2 y, sin 2 w.. 
Hat man aber umgekehrt eine Matrix vom Typus (28) und setzt 


œ = a+ bi also: a — a—bi 
B=c+di , P—c—di, so ist a+b+ctqg—]. 


$ 5. Polyedertheorie und binäre Substitutionen, 261 


und man kann setzen: 


& — COS y, Vb? + c? + d? = sin y, 
c: Pc? + d? = cos 2 W, d: Ve? + d—=sin2u;, 
b: Vb? + ce + du CUS QU, Ve? + d: Vo? + c? +d? = sin 2 W,. 


Dann ergeben sich aber für @, b, c, d die in (30) angegebenen Werte. 
Es stellt also jede Matrix (28) eine Deckbewegung der Kugel (24) dar. 
Die von endlichen Substitutionsgruppen des Typus (28) erzeugten Trans- 
formationsgruppen der Ebene sind also (1)-isomorph zu den zyklischen, 
den Dieder- und den Polyedergruppen. Dieses Resultat kann man aus- 
dehnen auf beliebige endliche binäre Substitutionsgruppen, wenn man 
zeigt, daB jede solche Gruppe sich in eine Gruppe von Matrizen (28) 
transformieren läft. 

Für die weiteren Untersuchungen ist die Beachtung folgender vier 
Bemerkungen wesentlich: 

1. Wird die (2,, 4)-Kugel ein-eindeutig auf sich selbst abgebildet durch 
eine lineare Substitution mit der Matrix 


Ci): (31) 


so ist det (M) + 0 


und ein gemeinsamer Faktor 9 + 0 der Elemente von M für die Trans- 
formation der Ebene unwesentlich. Die Matrizen mit der Determinante 1 
bilden eine Gruppe. Man kann daher ohne Eïinschränkung der All- 
gemeinheit voraussetzen, daB in allen Matrizen einer gegebenen Gruppe 
von Transformationen 


det(M) — ist. (31’) 


2 _Sind  P— (7, nm)" und Q—=1(#,, 9.) verschiedene, Punkte der 
(21, 22)-Kugel, also 


M1 Ye 


— T7? 0 
, D T se 1 


so werden durch Transformation mit der Matrix 
_ (GT — Yi à 
ie ÉA T—9,7 
die Punkte P und Q in 6 (0,1) und © (1, 0) übergeführt und es ist 


det(R) = 1. 
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ÿ 
3. Ist M, — (CE det (M,)=1, 
1 O1 
Cul @3 Bo 
so ist M, MM, = (© UE 
2 00 
= di de + On ÿ18 — Ba di 7 — B191" 0 
p=—hda— Yrôt y+nd0 (32) 
Ba = & Pa + Cire By — «Bi 0 
D = — Pa Va @ — On Ya B + Pa On? + M dd. 
Hieraus folgt 
C3 L'0, —= œ + 0 —"7, (33) 


Die Samme der Diagonalglieder, genannt Spur der Matrix, bleibt also 
bei der Transformation mit M, invariant!). 
4. Bleibt bei der Transformation (31) der Punkt (2,, 2,) fest, so ist 


0 2 = Q21 + Pr, AE CON à B JS 
0 23 = Y 21 + Ô2) IT 


l'ex 
El) 


Da zu jedem Werte von og auch mindestens ein Fixpunkt gehôrt?), gibt 
es stets Fixpunkte und zwar sicher mehr als einen, wenn j + +2 ist, 


Mit Hilfe dieser vier Bemerkungen werden jetzt die endlichen Gruppen © 
von Iransformationen der Ebene untersucht, die durch binäre Matrizen 
erzeugt werden. Nach 1 wird dabei von allen Matrizen vorausgesetzt, 
daf ihre Determinante den Wert 1 hat. Ist x» die Ordnung von G, so 
ist die Anzahl der verschiedenen Transformationen der Ebene, die von 
den Potenzen einer zu G gehôrigen Matrix erzeugt werden, ein Teiler 
von n. Ist zunächst für eine solche Matrix M die Spur j — +2, und 
führt M, einen Fixpunkt von M in den Punkt (1, 0) über (vgl. 2), so ist 


= M; MM, — Et 
M,= MMM = (QE), 


mitiuin det(Wf,)= 0,0, 1) a, 20, 22 Aundidahero, 0, 
also 


122 : 1m 
M 4(R5) a de te (LES) 


1) Spezialfall eines bekannten Satzes der Matrizentheorie, 


?) Nämlich (8, o — «) bzw. (9 — d, y). Sind diese beiden Zahlenpaare (0, 0), so ist jeder 
Punkt Fixpunkt, 


$ 5. Polyedertheorie und binäre Substitutionen. 263 


Da die Potenzen von M und daher auch die von M, nur endlich viele 
verschiedene Transformationen der Ebene erzeugen kônnen, ist 8, — 0. 
M, und daher auch M erzeugen also die Identität. 

Für alle Transformationen von G aufer der Identität ist daher j + + 2: 
mithin sind stets wenigstens zwei Fixpunkte vorhanden. Gehôürt die 
Matrix Q zu einer von der Identität verschiedenen Transformation und 
werden durch @, Fixpunkte von Q nach e (1, 0) und ç’ (0, 1) verlegt, so ist 


S=@r".Q-Q (T5) a#ë=1, (34) 
also 
a —=rei?, = re ie, 0, Sin D-10. 
Ferner ist 


s=("" 0 À 


O  r-1e-kie 
Da aber die Ordnung von S, endlich ist, mul r — 1 sein, also 
ur 0e") SIP E 0. (34°) 


Die Spur von $, ist also 2 cos o Da aber S, aus einer beliebig'en, 
von der Einheit verschiedenen Matrix der Gruppe G entstanden ist, die 
Spur sich jedoch bei der Transformation nicht ändert, ist j reell und es gilt 


- (35) 


für alle von der Einheit verschiedenen Matrizen. Dieselbe Eigenschaft 
kommt den Gruppen @’ zu, die aus @ durch Transformation mit einer 
Matrix von der Determinante 1 entstehen. 

Es wird jetzt gezeigt, da8 man die Transformation so wählen kann, 
daR alle Matrizen den Typus (28) haben, und zwar wird die gesuchte 
Transformation von einer Matrix Q,-D geleistet, Hierbei ist Q, die in (34) 
genannte Matrix und D eine Diagonalmatrix 


d 0 ) 
D=(G a): 
Die Wahl von d bleibt dabei noch vorbehalten. Zu @’ gehüôrt dann 


sicher D-1.8,-.D =S,. 


ne . Car an 
Mit S =C À ist ferner auch  S;-S te rer 


eine Matrix der Gruppe @. Die Spuren von S”’ und S,.S 
a + Ô und (a + à) cos p + à (« —— à) sin p 


sind nach (35) reelll Da singÆ+0 ist, folgt hieraus, daB & — Ô rein 
imaginär ist; da andererseits « + Ô reell sein mu, ergibt sich 


dt By—=aa—l reell (36) 
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Es gehôre nun ferner zur Gruppe G’ die Matrix 


RS NU) 
ay (1—e-vi) 14+87(1— 95) 


Ihre Spur ist 2+48ysin°q. Da sinpÆ+0 ist und (35) gilt, mu 
By = 0 (36) 


gelten. Das Gleichheitszeichen kann nur gelten, wenn kR die Einheits- 
matrix ist, wie zu Beginn des Beweises gezeigt wurde. Da aber in 
diesem Falle a & — 1 und immer 1—e+29i+0 ist, mub dann Bf—7y—0 
sein. Dann ist aber S’ schon eine Matrix vom Typus (28). Man kann 
also ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, daB in G’ eine 
Matrix auftritt, in der By < 0 ist und dann kann man setzen 8 — u‘e?xi, 
y= —vte-xi, u,v, x sollen dabei reell sein. Transformiert man nun 
die Gruppe @ noch mit einer Diagonalmatrix D, in der d = uvw-texi 
gesetzt wird, so geht S’ über in 


R= SAS So St ( 


DEP SEDENTRE es : “) mit reellem k# + 0. 


Eine solche Transformation war aber noch vorbehalten. Man kann 
also ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, daB S, und T, 
zur Gruppe gehôren. Eine beliebige Matrix der Gruppe läfit sich dann 
in der Form T,=( ne schreiben, 

ns CRETE (02 
wobei p, q, x reell und + 0 sind. 

In der Gruppe kommt dann auch T,— T,.T;, vor. Nach (36’) ist also 


7, =(6). 
V2 
Das Ausmultiplizieren von TT, ergibt a — aa, — kqe-i*, 
di) 0, -HpDer. 
Da k +0 ist, muk also p — Qq sein, 
Die Matrizen der Gruppe sind also vom Typus ( 5 2 
—$ à 

G — und daher auch G@ — ist mithin eine Drehgruppe. 
Ist eine beliebige endliche Gruppe von binären linearen Substitu- 
tionen (mit komplexen Elementen und nichtverschwindenden Deter- 
minanten), so bilden die Matrizen von Y, welche alle Punkte der 
(21, 2:)-Ebene invariant lassen, einen Normalteiler #. Wie soeben ge- 


- AU 
zeigt wurde, ist Ja eine Drehgruppe. Haben die Determinanten aller 
Matrizen von À den Wert 1, so kommen für $ nur die Matrizen 
L +) = 1 0 
LR 1 ( (es 


in Betracht. Es gilt also 
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Satz 5. ,1st À eine endliche Gruppe binärer linearer Substitutionen, N der 
/ 1e L À * Ÿ | 7 0 
Normalteiler von À, welcher aus allen in À vorkommenden Matrizen k ) 

) 


| Le 
besteht, so ist " die Gruppe G der von À erzeugten Transformationen 
der (21, 2:)-Ebene und 6 entweder zyklisch oder eine Dieder- oder eine Polyeder- 
gruppe.  Haben alle Substitutionen von À die Determinante 1, so ist À zu G 
(1)- odèr (2)-isomorph.* 
; : : y 0 ' 
Obgleich die Matrizen fe | mit allen anderen vertauschbar sind, ist 


nicht immer Ÿ das direkte Produkt von 9% und einem zu G (1)-isomorphen 
Teiler. 


Beispiel. Fe à ( : 2); Es 1 É 4 
O0 1 En SL 07/0 

Lie (° nn o À ( (0) à 

QT ND T7 071 


Diese Gruppe ist die Quaternionengruppe (vel. Kap.I, 8 4, S. 23). 


+2 
t— 
| 


Ihre Teiler sind zyklische Gruppen. Dagegen ist #/; eine Vierergruppe 
(vgl. S, 20). 


$ 6. Diskontinuitätsbereiche der Drehgruppen. 


In den letzten Paragraphen ist die enge Beziehung dargestellt worden, 
die zwischen den regelmäfigen Polyedern, den regelmäBigen Kugel- 
teilungen, den endlichen Drehgruppen und den endlichen Gruppen binärer 
linearer Substitutionen besteht. Im Folgenden werden diese Untersuchung'en 
dadurch ergänzt, da8 zu beliebigen endlichen Drehgruppen sogenannte 
»Diskontinuitätsbereiche“ aufgesucht werden, die ihrerseits wieder zu 
regelmäligen Kugelteilungen führen. 

G sei eine beliebige endliche Drehgruppe der Ordnung n > 1, K die 
Kugel vom Radius 1, die durch G in sich selbst übergeführt wird. Ein 
Punkt P auf K geht dann durch die Drehungen aus G über in 


JE TN TS 


Je n solche Punkte betrachtet man als äquivalente Punkte. Die Âqui- 
valenz genügt dann den (esetzen der Reflexivität, Symmetrie und Tran- 
sitivität (vgl. Einleitung S. 1), die n Punkte bilden also eine Klasse. Ein 
Bereich auf X, der von jeder dieser Klassen genau einen Punkt enthält, 
heiñt Diskontinuitätsbereich (abgekürzt: D. B.) von G. Ersetzt man 
willkürlich viele Punkte eines D. B. durch äquivalente, so entsteht wieder 
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ein D. B.: doch werden im folgenden nur D. B. von besonders einfacher 
geometrischer Gestalt in Betracht gezogen und nachgewiesen. Jeder 
solche D. B. bestehe aus einem einfach zusammenhängenden Gebiet und 
einem Teil des zugehôrigen Randes. Der Rand soll eine einfache stetige 
Kurve sein, die abteilungsweise differenzierbar ist, und die zum D. B. 
gehôrigen Randpunkte sollen endlich viele zusammenhängende Kurven- 


stücke bilden. 
Ist J ein D. B. von 6, so geht J durch die Drehungen aus 6 über in 


de. (37) 


Diese x Bereiche sind kongruent; jeder enthält von allen Klassen 
äquivalenter Punkte genau einen. Es ist also jedes J; in (36) ein D. B. 
von ®. Andererseits kommt jeder Punkt von K in mindestens einem 
J; vor. Geht Z durch die Drehung S$; in Z; und durch $% in 4, (2 + k) 
über, so geht 

A durch T,—=#$8;"S,; in 4 über. 


Ein gemeinsamer Punkt Q von 4; und 4, mul, da 4, keinen zweiten 
zu Q äquivalenten Punkt enthält, Fixpunkt von 7, sein. 4; und 4 
kônnen also hôchstens zwei gemeinsame Punkte haben. Wird Z; durch 7, 


in Z; übergeführt, so muB jeder Punkt von Z, Fixpunkt von 7°, 
also T, mit 1, identisch sein. Durch eine beliebige Drehung S, aus G 
werden die D. B. (37) miteinander vertauscht; ist S, + 1, so geht keiner 
dieser D. B. in sich selbst über und es gibt genau eine Drehung in 6, 
die ein beliebiges Z; in ein beliebiges 4, überführt. Schreibt man also 
die n Permutationen von (37), die durch G erzeugt werden, so unter- 
einander, daË jeweils in der »-ten Zeile die Permutation steht, welche 
4, in Z, überführt, so erhält man eine Gruppentafel (vel. Kap. I, $ 3, 
S. 15) von G. Da die n Bereiche (37) die Kugel À lückenlos und bis 
auf endlich viele Punkte eindeutig bedecken und alle kongruent sind, 
so hat jeder den Flächeninhalt 4x:#n. Es ergibt sich also 


Satz 6. ,,1st 4 éin D.B. der Drehgruppe G von der Ordnung n, so wird À durch 
G in ein System (37) übergeführt. Dieses überdeckt die Kugel K lückenlos 
und bis auf endlich viele Punkte (die Endpunkte der Drehachsen) einfach. 
 erseugt eine zu G (1)-isomorphe transitive Permutationsgruppe der Bereiche 
(37). Die Forderung, daB 4; in A4 übergehen soll, bestimmt eindeutig ein 
Element aus G. Alle Diskontinuitätsbereiche von G haben den Flächeninhalt 
4x :n" 


Ist À Endpunkt einer Achse a der Ordnung q, so gehôrt À zu q ver- 
schiedenen Diskontinuitätsbereichen (37); es kann daher À nicht innerer 
Punkt eines D. B. sein, liegt also auf dem Rand. Ein an À angrenzender 
Randkurvenbogen wird durch die Drehungen um @ in q verschiedene 
Bôgen gedreht. Ist also 492, so müssen die D. B. zu denen À ge- 
ne in À eine Ecke haben, und zwar sind die Innenwinkel nicht grober 
als 2x :9q. 
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Aufgaben. 

1. G, sei eine Untergruppe von G. Man gebe ein Verfahren an, 
durch das man aus den (37) einen D. B. von @, zusammensetzt. 

2. Von dem Rande eines D. B. gehôren unendlich viele Punkte zu 
dem D. B. und unendlich viele nicht zu ihm. 


Beachtet man, dal bei den zyklischen Gruppen zwei Fixpunkte auf- 
treten und diese nicht äquivalent sind, daB ferner zu den Dieder- und 
Polyedergruppen jeweils genau drei Klassen äquivalenter Fixpunkte ge- 
hôren, so gelangt man ohne weiteres zu den folgenden Diskontinuitäts- 
bereichen der Drehgruppen. 


L Zyklische Gruppen der Ordnung m. Der D. B. ist ein 
Hauptkreiszweieck; die Ecken sind die beiden (diametralen) Fixpunkte, 
der Winkel beträgt 2zx:m. Vom Rande gehôrt der eine Halbkreis mit 
seinen beiden Endpunkten (den Fixpunkten) zum D. B. 


IEADiedersruppen der Ordanunp 2m». |S Abb::57stereo- 
graphische Projektionen, die zum D. B. gehôrigen Randstücke dort stark 
ausgezogen.] 

1. D. B. ist ein Hauptkreiszweieck mit dem Winkel x:m; beide Bôgen 
verbinden die Fixpunkte der Ordnung m und werden von zwei (nicht- 
äquivalenten) Fixpunkten gehälftet. 

2. D. B. ist ein Hauptkreisbogendreieck mit den Winkeln 2x:m, 
x:2, x:2. Ecken sind ein Fixpunkt der Ordnung m und 2 (äquivalente) 
Fixpunkte der Ordnung 2. 


DD 


Abb. 57. 


Im Falle der Vierergruppe sind die nach 1 und 2 konstruierten D. B. 
nicht wesentlich verschieden. Diese Darstellung läft aber die Gleich- 
berechtigung der drei (nicht äquivalenten) Paare von Fixpunkten nicht 
erkennen. In diesem Sonderfall liefert die tetraedrale Eïnteilung der 
Kugel ein System von Diskontinuitätsbereichen: 
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8. [m—2] Der D.B. ist ein gleichseitiges sphärisches Hauptkreis- 
bogendreieck mit Innenwinkeln 2æ:3. Die drei Seiten werden von drei 
(nicht äquivalenten) Fixpunkten der Ordnung 2 gehälftet, 


IL Polyedergruppen. Zu jeder Polyedergruppe gehôren zwei 
zueinander reziproke polyedrale Einteilungen der Kugel. Die Fixpunkte 
der Ordnung &, sind die Ecken, die Fixpunkte der Ordnung &, die 
Mittelpunkte der Zellen der einen Einteilung, bei der anderen ist es um- 
gekehrt. In beiden Einteilungen sind die Fixpunkte der Ordnung ? die 
Mitten der Bôgen. Beide Einteilungen ergeben zusammen eine Zell- 
einteilung der Kugel in sphärische Vierecke. Jedes Viereck hat einen 
Fixpunkt der Ordnung a,, einen der Ordnung a, und zwei der Ord- 
nung 2 zu Ecken. Jedes solche Viereck ist ein D. B.; dabei hat man 
etwa die beiden Kreisbügen des Randes, welche den einen Fixpunkt 
der Ordnung © mit den beiden Fixpunkten der Ordnung & und & ver- 
binden, zu dem D. B. hinzuzurechnen (einschlielilich der Endpunkte). 

Aus dieser Aufstellung ergibt sich, daf zu jeder endlichen Drebgruppe 6 
ein D. B. existiert. Das von einem solchen D. B. erzeugte System (36) 
liefert eine Zerlegung der Kugel in Zellen, Strecken, Punkte. Jede 
Drehung der Gruppe & läft diese Zelleinteilung invariant. Die Gruppe À 
aller Deckbewegungen der Zelleinteilung hat also 6 zur Untergruppe. 
Eine beliebige Deckbewegung führt aber bei den unter I—IIL genannten 
Systemen immer zueinander äquivalente Punkte wieder in zueinander 
äquivalente Punkte über. Gehôrt also $S zu G und T' zu A, so gehôrt 
T-1.8.T zu G. Es ist also @ ein Normalteiler von À. Daher kann À 
nur dann von G verschieden sein, wenn es eine Drehgruppe gibt, die G 
zum Normalteiler hat. Ist G eine zyklische Gruppe der Ordnung m, so 
ist (für die in der obigen Aufstellung genannten Diskontinuitätsbereiche) 
Ÿ eine Diedergruppe der Ordnung 2». Im Falle IL 1 ist A eine Dieder- 
gruppe der Ordnung 4m», im Falle II, 3 eine Tetraedergruppe und im 
Falle Il, 2, für m — 4, eine Oktaedergruppe. Ist G eine Oktaeder- oder 
Ikosaedergruppe, so mu G—% sein. Zur Tetraedergruppe gehôrt 
(für die unter IIT genannten D. B.) eine Oktaedergruppe Ÿ: es ist das 
die Gruppe, welche die zum Tetraeder gehôrige stella octangula (vel. 
$ 4, S. 251) invariant läft. 


WU 


7. Die erweiterten Bewegungseruppen und ihre 
Diskontinuitätsbereiche. 


_Die Gruppe der Automorphismen einer regelmäligen Zelleinteilung 
einer orientierten (topologischen) Sphäre ist zugleich Gruppe der Deck- 
bewegungen einer metrisch regelmälig geteilten Kugel: ihre Deutune 
als Drehgruppe, Gruppe von binären Substitutionen, Permutationsgruppe 
von Diskontinuitätsbereichen ist in den letzten Paragraphen behandelt 
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worden. Sieht man aber von der Orientierung der Sphäre ab, so wird 
die Automorphismengruppe der regelmäligen Zelleinteilung jeweils er- 
weitert werden durch solche Automorphismen, bei denen jede Zelle in 
eine Zelle mit umgekehrter Indikatrix übergeht; die entsprechenden 
Selbstabbildungen der Kugel bilden jedes Kugelstück auf ein dazu 
symmetrisches ab. 

Durch Hinzunahme dieser Selbstabbildungen zu den Deckbewegungen 
erhält man die erweiterte Bewegungsgruppe der Kugel. Sie besteht aus: 


Bewegungen erster Art: Jedes Kugelstück geht in ein kongru- 
entes über; 

Bewegungen zweiter Art: Jedes Kugelstück geht in ein symme- 
trisches über. 


Durch Komposition zweier gleichartiger Bewegungen entsteht eine 
Bewegung erster Art. 

Durch Komposition zweier ungleichartiger Bewegungen entsteht eine 
Bewegung zweiter Art. 

In jeder erweiterten Bewegungsgruppe der Kugel bilden die Be- 
wegungen erster Ârt einen Normalteiler. Ist die Gruppe endlich, und 
kommen Bewegungen zweiter Art überhaupt vor, so sind gleich viele 
Bewegungen beider Arten in ihr vorhanden. 

Die Bewegungen erster Art sind die Drehungen (vgl. Hilfssatz 1, S. 241): 


CAES (38) 


« zur Drehachse senkrechte orientierte Diametralebene, œ Drehwinkel. 


Eine Bewegung zweiter Art ist jedenfalls die Spiegelung V, an der 
Ebene à und ferner die 


Drehspiegelung LEE A PER RE (39) 

Speziell ist die Spiegelung am Kugelzentrum 
Vo = Vox (40) 
von der Wahl von &« unabhäng'ig, und die Spiegelung an der Ebene « ist 
Va Vo. (41) 


Satz 7. Alle Bewegungen zweiter Art sind Drehspiegelungen (39).* 


Beweis. Bei beliebigen Bewegungen erster und zweiter Art geht 
jeder Hauptkreisbogen in einen kongruenten, je zwei Diametralpunkte 
wieder in zwei Diametralpunkte über. Wird ein Hauptkreis in sich selbst 
übergeführt, so wird er entweder um das Zentrum gedreht oder an einem 
Durchmesser:) gespiegelt; in diesem Falle bleiben zwei Punkte fest. 
Bleiben alle Punkte eines Hauptkreises fest, so ist die Bewegung die 


1) Die Spiegelung eines Kreises am Zentrum ist eine Bewegung erster Art, nämlich eine 


Drehung um 7%. 
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Identität, wenn sie von erster Art, die Spiegelung an der Ebene des 
Hauptkreises, wenn sie von zweiter Art ist. 

Hat nun eine Bewegung zweiter Art V einen Fixpunkt B,, so ist 
auch der Diametralpunkt B, ein Fixpunkt, und die Symmetrieebene von 
B, und B, schneidet die Kugel in einem Kreise 8, der durch V in sich 
selbst übergeführt wird, Würde & in sich selbst gedreht, so wäre 
V = $;, von erster Art. & wird also an einem Durchmesser A; À, ge- 
spiegelt; es bleiben daher die Punkte 4,, 4,, B,, B, und mit ihnen aile 
Punkte des durch sie gehenden Hauptkreises & fest. Also V — P,. 

Hat aber V keinen Fixpunkt und ist V?— $,,, so müssen die beiden 
Fixpunkte À, und À, von S,, durch V miteinander vertauscht werden. 
Jeder À, und À, verbindende Halbkreis geht wieder in einen solchen 
über. Die Mitten der Halbkreise liegen auf «; es geht also « in sich 
selbst über und zwar durch Drehung, da sonst V Fixpunkte haben 
müfte. Durch die Drehung von & und die Vertauschung von À, und 4, 
ist V eindeutig bestimmt und zwar ist 


Pres, also proder per] 
Aus dem Beweise ergibt sich noch 


Zusatz. Die Gleichung 
RES 0-0) hhattnuruerléunsen er ner 
die Gleichung 


LS | hat nur die Lôsungen: V — V, und V —Y, 
(« beliebiger Hauptkreis). 


Es ist Es Pa - Ve CES a Fa MR = Da, p+x Ve = Dee V, 
und PPS PP ER — Poe ee 


V, ist also mit allen Drehungen erster und zweiter Art vertauschbar. 
Setzt man also k 
Bo = L Vo (42) 
und bedeutet À eine beliebige Drehgruppe oder erweiterte Bewegungs- 
gruppe, die V, nicht enthält, so gibt es stets eine erweiterte Bewegungs- 
gruppe 
Ê X 80 (43) 
das direkte Produkt (vgl. Kap. I, S. 15) von Y und 8,, bestehend aus 
den Produkten der Elemente von Y und 8,. 
Es sei nun G eine Drehgruppe von der Ordnung », und es wird nach 
ihren Erweiterungen gefragt, d. h. nach allen erweiterten Bewegungs- 
gruppen der Ordnung 2 n, für die G die Untergruppe der Bewegungen 
erster Art ist. Eine solche Erweiterung erhält man dann in dem Produkt 


3=6 X Bo: (44) 
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Andere Erweiterungen entstehen folgendermalen: Ist G eine Unter- 
gruppe von der Ordnung »# einer Drehgruppe G, von der Ordnung 2 n, 
so soll das symbolisch geschrieben werden: 


G, — G + 7. 


G’ bedeutet dabei keine Gruppe, sondern die Gesamtheit der » zu G,, 
aber nicht zu G gehôrigen Drehungen. Sind S’ und $”’ Elemente aus (6, 
und durchläuft $ die Gruppe 6, so durchläuft S’ S (und ebenso S S) 
die Gesamtheit der Elemente @. Da aber S’S” + S’S$S ist, kann S' S” 
nicht zu @” gehôren, gehôrt also zu G@. Mulitipliziert man nun jedes 
Element von @’ mit V, und fügt diese n Elemente zu G hinzu, d. h. 
bildet man 


8=6 -V,6, (45) 


so ist 8 eine Gruppe von Bewegungen erster und zweiter Art; denn 
V,S’-V, S'”—S'S"” gehôrt zu @ und S.V,S’—V,SS’ gehôrt ebenso 
MES — 7, SS zu FO” 


3 ist eine Erweiterung von G@. Es gilt nun der 
Satz 8. ,Auer (44) und (45) gibt es keine Erweiterungen von G.“ 


Beweis. 8 sei eine Erweiterung von G. Gehôrt V, zu 8, so ist 
8 = 6 + 7,6 — 6 x 3,, also eine Erweiterung nach (44). Gehôrt aber V, 
nicht zu 8, so gibt es nach (43) eine Gruppe von der Ordnung 49. 


81 = 8 X Bo = GO, + Bi. 


Hier sei G, die Gruppe der Bewegungen erster Art von 8, und 4 die 
Gesamtheit der 2» Bewegungen zweiter Art. G ist Untergruppe von O,, 


also G, — G + 6’ 
und 3 — G + Ÿ, 
daher Bi =[6+GI+K 


= Rx B=I6+7%]+ 76 +8 


Die Bewegungen erster Art in 8, sind hier jeweils in [ | zusammen- 
gefañit; es ist also 


G’ — V,Ÿ’ und daher V, 6’ — %. 


Folglich ist 
8 = 6 +, 


eine nach (45) konstruierte Erweiterung. . 
Andere Erweiterungen als (44) und (45) sind daher unmüglich. 


Im Falle (45) sind 8 und G, zu ni (1)-isomorph, also zueinander 
(1)-isomorph. Es gilt mithin die 
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Folgerung: ,Jede erweiterte Bewegungsgruppe ist (1})-isomorph entweder 
zu einer Drehgruppe oder zu dem direkten Produkt einer Drehgruppe und einer 
Gruppe von zwei Elementen.“ 


Ist G in der hier benutzten Bezeichnungsweise eine zyklische Gruppe 
der Ordnung %, so ist G, eine zyklische oder eine Diedergruppe der 
Ordnung 2n; ist G Diedergruppe, so ist G, gleichfalls Diedergruppe; 
ist G eine Tetraedergruppe, so ist @, eine Oktaedergruppe. Ist (0) 
Oktaeder- oder Ikosaedergruppe, so gibt es kein G,; in diesen beiden 
Fällen ist also 8, x G die einzige Erweiterung. 

Die Definition der äquivalenten Punkte und der Diskontinuitätsbereiche 
(vel. $ 6) gilt für die erweiterten Bewegungsgruppen ebenso wie für die 
Drehgruppen. Fixpunkte sind auBer den Endpunkten der Drehachsen 
auch die Punkte der Hauptkreise «, an denen Spiegelungen V, vor- 
genommen werden. Die Überdeckung der Kugel durch ein System (37) 
von Diskontinuitätsbereichen einer erweiterten Bewegungsgruppe der 
Kugel ist daher nur in einzelnen Purkten und auf endlich vielen Haupt- 
kreisen eine mehrfache und ist auf der ganzen Kugel lückenlos. 


Auf Grund von Satz 8 und den anschliefenden Bemerkungen gelangt 
man zu einer Aufstellung aller erweiterten Bewegungs- 
sriuppen der Kuselm(s LTabelleS2275) 


$ 8 Regelmäfige Polygonnetze im Euklidischen Raume. 


Bei der Definition der regelmälBigen n-Ecke und der regelmäkigen 
Polyeder wurde ausdrücklich vorausgesetzt, daB die benachbarten Strecken, 
bzw. die Ebenen der benachbarten »n-Ecke nicht den Winkel x und auch 
kein Vielfaches von x bilden. Läft man diese Voraussetzung fallen und 
läôt auberdem auch noch Zyklen von unendlich vielen Elementen zu, 
so tritt zu den regelmäfiigen »-Ecken noch ein Unendlich-Eck (p — x) 
hinzu, das weiter nichts als ein lineares Punktgitter ist, d. h. eine Doppel- 
folge äquidistanter Punkte auf einer Geraden. Zu den regelmäfigen 
Polyedern kommen aber noch die regelmäBigen Polygonnetze. Ist 
Ÿ +7, so liegen die unendlich vielen Ecken auf einer Kugel und man 
kann sich leicht davon überzeugen, da die Häufungspunkte der Ecken 
entweder einen Hauptkreis oder die ganze Kugel bedecken. Ist aber 
W—7x, so erhält man Überdeckungen der Ebene mit regelmäfBigen 
Polygonen, Soll die Überdeckung eine einfache sein, so ist der Innen- 
winkel des Polygons = x EU AR also Le e _ (a, — Seitenzahl 

Go A PONT: 
des Polygons, a, — Zähligkeit der Ecke). Diese Diophantische Gleichung 
bat nur die Lôsungen (a, &) — (4, 4) oder — (6#5)0der=— (56) 
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Diesen drei Lôsungen entsprechen die Zerlegungen der Ebene in 
kongruente Quadrate, kongruente gleichseitige Dreiecke und kongruente 
reguläre Sechsecke. Diese beiden letzteren Figuren sind zueinander 
dual und gegen die gleiche unendliche Gruppe von Deckbewegungen 
invariant. Die Aufstellung dieser Gruppen und die Bestimmung der 
Diskontinuitätsbereiche soll dem Leser überlassen bleiben. 

Mit Hilfe beliebiger regelmäliger Polygone kann man eine unendlich 
vielfache, regelmäBige Überdeckung der Ebene herstellen. Es sind aber 
auch endlich  vielfache Uber- 
deckungen môglich. Z. B. kann 
man mit (a, @>) — (8, 4) auf sehr 
verschiedene Arten die Ebene 
[ | | doppelt überdecken. In Abb, 58 

sind zwei Beispiele angedeutet, 
wobei die starken Striche die Ver- 
zweigungsschnitte der Fläche be- 
deuten. 

Verwandt mit diesen Fragen ist 
auch das Parkettierungsproblem 
(einfache lückenlose Überdeckung der Ebene mit kongruenten, nicht 
notwendig zusammenhängenden Figuren). Ferner mag hier die Zerlegung 
der Ebene durch Gerade in lauter topologisch gleichartige Zellen, z. B. 
lauter Dreiecke, erwähnt werden. Der soeben erûrterte Fall (a,,@:) — (6,3) 
liefert eine solche Zerlegung. Die Geraden gehôren hier drei Büscheln 
an. Im allgemeinen Falle1) sind die Geraden sämtlich Tang'enten einer 
Kurve dritter Klasse. 

Zu interessanteren Fragestellungen kommt man, wenn man die ein- 
fachen regulären Bedeckungen der Nicht-Euklidischen Ebenen betrachtet. 


ss 


Abb, 58. 


$ 9. RegelmäBige Polygonnetze in den Nicht-Euklidischen Räumen. 


Ein systematischer Aufbau der Nicht-Euklidischen Geometrie gehôrt 
nicht in den Rahmen dieses Buches; es sei hier auf die einschlägige 
Literatur verwiesen. Um den Zusammenhang des Vorangegangenen mit 
den folgenden Uberlegungen klarzulegen, soll nur kurz an einige be- 
kannte Grundtatsachen der Geometrie ausdrücklich erinnert werden. 

Der Gesamtheit der Bewegungen erster und zweiter Art des — Eu- 
klidischen — Raumes kommen folgende drei wichtige Eigenschaften zu. 

I. Die Bewegungen erster und zweiter Art bilden eine Gruppe von 
Kollineationen, d.h.eine Gruppe von ein-eindeutigen stetigen Abbildungen?) 


1) Vel. H. Graf u, KR, Sauer: Über dreifache Geradensysteme in der Ebene, welche Dreiecks- 
netze bilden. Sitzungsber. der bayr. Ak, d. Wiss. 1924, S. 119—156. 

o Bei dieser Formulierung sind für den Euklidischen Raum die Kollineationen mit den 
Affinitäten identisch, Im projektiven Raume ist das bekanntlich nicht der Fall, 
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des Raumes auf sich selbst, die Punkte, Gerade, Ebenen wieder in 
Punkte, Gerade, Ebenen und inzidente Elemente wieder in inzidente 
Elemente übergehen lassen. 

IL Eine Punktmenge wird durch Bewegung erster oder zweiter Art 
niemals in eine echte Teilmenge übergeführt (oder: Wird die Punkt- 
menge Ÿ durch Bewegung in © übergeführt und gehôrt jeder Punkt 
von © zu $, so gehôrt auch jeder Punkt von $ zu D). 

UT. Jedes (4, à, a) kann durch genau eine Beweguug erster oder 
zweiter Art in ein vorgegebenes (4’, a’, «’) übergeführt werden. Hierbei 
bedeuten die Klammern jeweils die Zusammenfassung dreier miteinander 
inzidenter orientierter Elemente, nämlich des orientierten (mit Schraubungs- 
sinn versehenen) räumlichen Bündels À, der gerichteten Geraden a und 
der orientierten (mit Drehsinn versehenen) Ebene &«. 

Bezeichnet man jetzt zwei Figuren als kongruent, wenn man sie durch 
Bewegung erster oder zweiter Art ineinander überführen kann, so lassen 
sich alle bekannten Eigenschaften der Kongruenz ziemlich mühelos ab- 
leiten. Die hier benutzte Definition der Kongruenz entspricht durchaus 
dem Euklidischen Beweisverfabren für die Kongruenzsätze der Dreiecke. 

Analytisch drückt man die Bewegungen am kürzesten aus als lineare 
homogene Transformationen der Ebenenkoordinaten 


ue — lila, Ua Us, Us) i—=1,2,8,4,; (46) 
die den Bedingungen genügen!): 
a) ui Hu +us = un (u2 + ui + ui), (47) 
b) A TE 0€ (48) 


Hierbei ist J die Transformationsdeterminante, 4’ die aus den drei 
ersten Zeilen und Spalten gebildete Unterdeterminante. 

Die Bedingung a) wird oft auch so ausgesprochen: Es bleibt eine 
unendlich ferne, nullteilige Fläche zweiter Klasse invariant. Diese For- 
mulierung hat aber nur dann einen Sinn, wenn man auch die komplexen 
Punkte und Ebenen mit in Betracht zieht, Dasselbe gilt für die For- 
mulieruug in Punktkoordinaten: ,Es soll a+ +ax;—=0, x, —0 in- 
variant bleiben“, was voraussetzt, daB der Euklidische Raum in einen 
projektiven Raum eingebettet ist. In allen diesen Gestalten charakterisiert 
die Bedingung a) die Bewegung als ,Abnlichkeitstransformation“. Durch 
Hinzunahme von b) wird der Âhnlichkeitsfaktor auf die Werte 1 be- 
schränkt. Die den Bedingungen (47) und (48) genügenden Transformationen 
der Ebenen (%;, Us, Us, Us) EF (0, 0, 0, a) erzeugen jeweils eine Trans- 
formation der Punkte (x, y, 2) des dreidimensionalen Euklidischen Raumes 
und das System dieser Transformationen genügt den Bewegungssätzen 


D 'UTIE 


1) Die Faktoren x und À hängen nur von dem willkürlichen Faktor der Koordinaten ab. 


15 
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Man kann aber auch in anderen dreidimensionalen Räumen durch 
Transformationen (46) der Ebenenkoordinaten den drei Bewegungssätzen 
Genüge tun und zwar: 

A. Fall der elliptischen Geometrie. Raum: Projektiver 
dreidimensionaler Raum @ (4, 4%, %3, 4); O (U1, Us Us, Ua). Bedingung) 
für die Transformationen (46): 


ut al Lu wa (ut ut uv ui) (47°) 
[damit gleichbedeutend: 
ge + as + af + a = A (ai + af + a + wi) 
B. Fall der hyperbolischen Geometrie. Raum: Das Innere einer 


Kugel im projektiven Raum 4? + a? + 2 — 2 <0>u? + u; + ui — uw. 
Bedingung1) für die Transformationen: 


M HU Hu — ui = 2 (ui + ui + US — U) (477) 
[damit gleichbedeutend: 
1? 2 2 2 . 2 : 
di Has Has — 2, = V (x? + x + à — xi)]. 


Da in den Nicht-Euklidischen Geometrien andere Malverhältnisse 
bestehen als in der Euklidischen Geometrie, ist es von vornherein wahr- 
scheinlich, daB man in diesen Geometrien zu neuartigen regelmäfkigen 
Polyedern oder Polygonnetzen kommt. Zu jedem solchen Gebilde gehôrt 
aber eine Gruppe von Bewegungen, durch die man jedes inzidente Paar 
Punkt—Kante in jedes andere derartige Paar überführen kann. Gehen 
die auf den Polygonmitten errichteten Lote alle durch einen Punkt O, 
so ist die Gruppe der Bewegungen eine Gruppe von Drehungen um ©. 
Dieser Fall wird jetzt zuerst betrachtet. 

Ohne Einschränkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dal der 
feste Punkt in Ebenenkoordinaten der Gleichung 


AIO 


genügt. Für die Transformation der Ebenenkoordinaten bei den Dre- 
hungen um diesen Fixpunkt gilt daher 
WU AU, (49) 
Es gelten also für diese Drehungen 
im Euklidischen Falle: (46), (47), (48), (49), 
im elliptischen Falle: (46), (47), (49), 
im hyperbolischen Falle: (46), (47”), (49). 


”) Siehe Anmerkung S. 275. 
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In allen drei Fällen mul daher sein: 
WU + Ua Hu = n° (ui + us + us) 
Ua = À U. 


Die Matrix einer solchen Transformation hat dann die Gestalt: 


0 
D' 0 
A (50) 
MAO 0x 


Da ein Faktor der Koeffizienten willkürlich ist, kann man dabei 
1 


ohne Einschränkung der Allgemeinheit setzen. Es sind dann aber offen- 
bar die Gleichungen (46), (47), (47’), (48), (49) alle gleichzeitig erfüllt. 
Jede Euklidische Drehung um den Punkt w, — 0 ist also zugleich eine 
elliptische und eine hyperbolische — und umgekehrt. Da andererseits 
in jeder dieser Geometrien die Drehungen um verschiedene Punkte 
P, und P, auseinander hervorgehen durch Transformation mit einer 
Bewegung, die P, in P, überführt, so gilt der 


Satz 9, ,Die Drehungen um einen beliebigen festen Punkt P bilden in den drei 
Geometrien Gruppen, die auseinander hervorgehen durch Transformation mit 
einer gewissen Kollineation, die P invariant läft.“ 


Die im Satz 9 genannte Kollineation kann man dabei so bestimmen: 
Sind X, und K, Bewegungen in zwei verschiedenen Geometrien, die 
uw, = O0 in P überführen, und durchläuft D alle Drehungen um , = 0 
(für diese besteht ja kein Unterschied in den drei Geometrien), so durch- 
laufen K;:°.D.K, = T und K,'-D.K,—S$ die Drehungen um P in den 
beiden Geometrien. Dann ist also S—(K, -K,).T.(K;'.K,); es ist 
also K;°.K, die in Satz 9 genannte Kollineation. 

Die regelmäkigen Kugeleinteilungen sind, wie Satz 9 zeigt, in den 
drei Geometrien dieselben. Es handelt sich jetzt noch um die eben- 
flächigen Polyeder und die regelmäBigen Polygonnetze (a, &:). 

In allen Geometrien kônnen die Punkte, Geraden und Ebenen als 
Punkte, Geraden und Ebenen eines projektiven Raumes R aufgefalt 
werden; doch sind nur im elliptischen Falle alle Punkte von R zugleich 
Punkte des metrischenti) Raumes; zur Konstruktion des Euklidischen 
Raumes sind die Punkte einer Ebene von KR (unendlich ferne Ebene) 
wegzulassen; entsprechend liefern für den hyperbolischen Fall eine gewisse 
projektive Kugel von KR und ihr Âuferes keine Punkte des metrischen 


1) Als metrische Räume werden hier der Kürze halber der Euklidische, elliptische und 
hyperbolische Raum bezeichnet. 
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Raumes. Zwei Geraden eines metrischen Raumes, die in derselben Ebene 
liegen, bestimmen in R einen Schnittpunkt Q. Dreht man die zweite 
Gerade um die erste, so übt man eine Kollineation in R aus, bei der 
Q und mithin auch das Bündel aller Geraden durch Q invariant bleibt. 
Diese Überlegung gilt unabhängig davon, ob Q auch Punkt des metrischen 
Raumes ist. Hat man nun irgendein regelmäkiges ebenflächiges Polyeder 
oder Polygonnetz, so kann man wie in $ 2 schlieBen, dal die in den 
Mittelpunkten der Polygone auf deren Ebenen errichteten Lote alle zum 
selben Bündel gehôren. Im Euklidischen Fall ergab sich, daf wenn der 
Winkel zwischen benachbarten Polygonebenen Y < x ist, das Zentrum 
des Bündels zum Euklidischen Raum gehôrt; dagegen lieferte W = x 
ein Parallelstrahlenbündel, und diese beiden Unterfälle entsprechen den 
Polyedern ($ 2, S. 240) und den Euklidischen Polygonnetzen ($ 8). Nach 
diesem Gesichtspunkt werden jetzt der elliptische und der hyperbolische 
Fall behandelt. 


Ébenflächise, -regelmäbise Polyeder und Polysione 
netze des elliptischen Raumes. 


Die Punkte des elliptischen Raumes sind identisch mit den Punkten 
des projektiven Raumes R. Die in den Mitten der Polygone eines eben- 
flâächigen, regelmäfigen, im elliptischen Raum gelesenen Polyeders oder 
Polygonnetzes errichteten Lote schneiden sich daher immer in einem 
Punkte Q dieses Raumes. Die Ecken des Polyeders oder Polygonnetzes 
haben daher von Q konstante Entfernung. Sie liegen daher entweder 
auf einer Kugel um © oder auf der Polarebene von Q hinsichtlich 
x + tax +ai—=0, der Fundamentalfläche des elliptischen 
Raumes. Durch das Bündel Q sind die Kugeln um Q aufeinander ein- 
deutig und auf das Feld der Polarebene von Q zwei-eindeutig bezogen. 
Diametralpunkten der Kugeln entspricht derselbe Punkt der Polarebene. 
Die regelmäBigen Polyeder entstehen, wie im Euklidischen Fall, aus den 
sphärischen regelmäligen Polyedern, wenn man die Kreisbôgen durch 
Strecken ersetzt. Man erhält also genau dieselben Polyedertypen, wie 
in der Euklidischen Geometrie. Zu jeder regelmäBigen Polygoneinteilung 
gehôrt ein zu ïhr (2)-isomorphes regelmäliges Dieder oder Polyeder 
der Art À = 1, das invariant gegen die Spiegelung V, am Mittelpunkt Q 
[vgl. $ 7, Formel (40), S. 269] ist, und umgekebrt. Es gibt daher genau 
folgende regelmäkigen Polygoneinteilungen der elliptischen Ebene: 


1. Monoeder: (&,&)—(n, 1). Einzige Zelle, deren Rand auf einer 
Geraden liegt. Hierzu reziprok ist die Einteilung der Ebene durch 
n Gerade, die durch denselben Punkt gehen, in » Einecke. 

2. I rieder: (4, &:)— (3, 4). Drei viereckige Zellen. Hierzu reziprok 
ist das ebene Tetraeder, das aus vier Dreiecken besteht (VOLS 08 


Abb, 4). Zu diesen Polygoneinteilungen ist der Würfel (bzw. das 
Oktaeder) (2)-isomorph. 


$ 9. Regelmälige Polygonnetze in den Nicht-Euklidischen Räumen. 279 


3. Pentagonhexaeder: (@,, &) — (3, 5). Sechs Fünfecke, die paarweise 
benachbart sind (vel. S. 57, FuBnote). Reziprok dazu ist das Deka- 
eder. Zu diesen Polygoneinteilungen sind Dodekaeder bzw. Ikosa- 
eder (2)-isomorph. 

Im Gegensatz zur Euklidischen Ebene hat also die elliptische Ebene 
regelmäfige Polygoneinteilungen mit endlich vielen Elementen und keine 
mit unendlich vielen Elementen. Da die projektive Ebene nicht orientier- 
bar ist, gibt es in der elliptischen Geometrie keinen Unterschied zwischen 
Bewegungen erster und zweiter Art einer Ebene. Zu jeder Bewegung 
einer Ebene gehôren daher zwei Bewegungen des Raumes, die den Pol 
der Ebene hinsichtlich der Fundamentalfläche zum Fixpunkt haben. Diese 
beiden Bewegungen unterscheiden sich um den Faktor V,. Bezeichnet 
man wieder (vel. $ 7, S. 270) die aus 1 und V, bestehende Gruppe mit 
8, So entsprechen sich die erweiterten Drehgruppen 8 — 8, x À und 
die Bewegungsoeruppen $ einer elliptischen Ebene ein-eindeutig derart, 
dai 8 zu $ (2)-isomorph, À und 8 zueinander (l)-isomorph sind. Die 
algebraische Bedeutung der Gruppen $ erkennt man am einfachsten in 
der Ebene x, — 0. Hier sind die Gruppen $ genau die endlichen reellen 
Kollineationsgruppen der *,, %,, x, welche 


FH y 26 Des. 
de 0 


invariant lassen; dabei kann man durch lineare Transformation die linke 
Seite dieser Gleichung in eine beliebige definite quadratische Form der 
drei Variabeln überführen. Aus diesen Uberlegungen ergibt sich der 


Satz 10. ,,Die endlichen Bewegungsgruppen der elliptischen Ebene, die endlichen 
reellen Kollineationsgruppen  dreier reeller Variabler, welche eine definite 
quadratische Form invariant lassen, und die Drehgruppen erster Art ent- 
sprechen einander ein-eindeutig, und zwar sind entsprechende Gruppen (1)-iso- 
morph aufeinander bezogen.  Entsprechen sich hierbei die ebene Bewegungs- 
gruppe B und die Drehgruppe À, und projisiert man ein System von D. B. 
der Gruppe S aus dem Pol P der Ebene, so entsteht dadurch auf den 
Kugeln mit dem Zentrum P ein System von D. B. der Gruppe 8, x A.“ 


Ebenflächige regelmäBige Polyeder und Polygon- 
netze des hyperbolischen Raumes,. 

Wie im Euklidischen und im elliptischen Falle bestimmen die in den 
Mittelpunkten der Polygone eines regelmäligen Polyeders oder Polygon- 
netzes auf den Polygonebenen errichteten Lote ein Bündel, Das Zen- 
trum Q dieses Bündels gehôrt (vgl. S. 277) dem projektiven Raume R 
an, in den der hyperbolische Raum eingebettet ist. Für die Lage von 
Q zum hyperbolischen Raum ergeben sich drei Môglichkeiten. 

1. Q liegt im hyperbolischen Raume (Q ist reeller Punkt). 

2, Q liegt auf der Fundamentalfläche, welche den hyperbolischen Raum 

in R begrenzt (Q ist unendlich ferner Punkt). 

3. Q liegt auBerhalb der Fundamentalfläche (Q ist idealer Punkt). 


280 Kap. VL Regelmäfige Polyeder. 


1. Die Ecken liegen auf einer Kugel. Man erhält die Polyeder genau 
so, wie im Euklidischen und im elliptischen Falle. Es gilt also immer 


2. Die Ecken liegen auf einer Grenzkugel mit dem Zentrum Q. 
Projiziert man die Strecken von Q aus auf diese Grenzkugel, so entsteht 
dort ein Netz von regelmäfigen Grenzkreispolygonen. Nun gilt aber 
auf der Grenzkugel die Euklidische Geometrie, wobei die Grenzkreise 
die Rolle der Geraden übernehmen. Die Netze auf der Grenzkugel sind 
also die bekannten Netze (a, &:) — (3, 6), (6, 3), (4, 4). Die Länge der 
Kanten darf man für ein Netz auf der Grenzkugel willkürlich wählen. 
Ersetzt man dann die Grenzkreisbôgen durch geradlinige Strecken, so 
entsteht ein Streckenkomplex, der gegen alle Bewegungen invariant ist, 
die das Netz auf der Grenzkugel in sich überführen. Hierzu gehôren 
Drehungen um die Achsen, welche Q mit den Mittelpunkten der Polygone 
auf der Grenzkugel verbinden. So erkennt man, da8 die a, Ecken eines 
solchen Polygons in einer Ebene liegen, daf also zu jeder regelmäligen 
Polygoneinteilung der Grenzkugel ein Netz von ebenen Polygonen im 
Raume gehôrt, ferner daB in diesem Netz alle Polygone regelmäBig und 
die Winkel zwischen den Ebenen benachbarter Polygone alle gleich sind. 
Die Polygonnetze, zwischen deren Konstanten die Beziehung 


Del 
CURE 


besteht, kônnen also im hyperbolischen Raume in der gleichen Vielfach- 
heit wie im Euklidischen Raume hergestellt werden. Allerdings sind 
es keine ebenen Netze und die Winkel:) haben andere Werte wie im 
Euklidischen Falle. Der Innenwinkel eines regelmäligen n-Ecks hängt 
nämlich von der Grôke des n-Ecks ab. Die Winkelsumme im Dreieck 
ist kleiner als x; hat ferner ein rechtwinkliges Dreieck die Hypothenuse s 
und die spitzen Winkel 4, und #,, so besteht die Beziehung 


cos? %, + cos? 4, — I 
cos? cos? %, 


this) (51) 


Solche rechtwinklige Dreiecke erhält man, wenn man ein regelmäliges 
n-Eck durch die Diagonalen und die Mittelsenkrechten zerlegt. s ist der 
Radius des Umkreises, 3, — x:n, und 24, ist der Innenwinkel, der sich 
bei beliebig gegebenen s und x berechnen läfit. 

3. Die Ecken liegen auf einer Fläche, deren Normalensystem aus den 
zum hyperbolischen Raum gehôrigen (Geraden des Bündels Q besteht. 
Dreht man eine solche Gerade um Q@, so beschreibt jeder Punkt der 


1) Die Bôgen auf der Grenzkugel bilden dieselben Wink ie di 
g el, wie d ts S 
TR ie entsprechenden Strecken 
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Geraden eine Fläche der betrachteten Art. Je zwei solche Flächen haben 
daher (hyperbolisch gemessen) überall konstanten Abstand. Ist Æ die 
Polarebene von Q bezüglich der Fundamentalfläche, so beschreibt ein 
beliebiger Punkt von Æ bei den hyperbolischen Drehungen um Q den 
zum hyperbolischen Raum gehôrigen Teil von Æ, Die Fläche, auf der 
die Ecken des Polygonnetzes liegen, ist also entweder die Ebene Æ oder 
eine Abstandsfläche von Æ#, das heift eine Fläche, die dadurch 
entsteht, dal man im hyperbolischen Raum auf Æ nach der einen Seite 
hin überall Lote von konstanter Länge errichtet. Es sei nun 


A1, A5, ..., 45, ein Polygon des Netzes, O sein Mittelpunkt. 


Die Geraden (Q À;) treffen dann, wenn à — 1, ..., a, ist, die Ebene Æ 
oder eine ihrer Abstandsflächen in B;. Durch Drehung um (0 Q) werden 
die Punkte À; zyklisch vertauscht. Dabei gehen aber die Punkte B; 
gleichfalls zyklisch ineinander über; sie bestimmen also ein regelmäfiges 
a,-Eck von derselben Art wie das projizierte; doch bleiben bei dieser 
Projektion die Seitenlängen und WinkelgrôkRen nicht invariant. Projiziert 
man auf dieselbe Fläche alle Ecken des ursprünglichen Netzes und ver- 
bindet sie in dieser Weise durch Strecken und regelmälige a,-Ecke, so 
entsteht wieder ein regelmäfiges Polygonnetz (a,, &.), dessen Polygone 
von derselben Art a sind, wie die ursprünglichen (0<a<a :2). Man 
kann sich also auf die Betrachtung der Polygonnetze in der Ebene Æ 
beschränken. Zerlegt man in einem ebenen, regelmäligen Polygonnetz 
jedes Polygon durch seine Diagonalen und Mittellinien in 2a, Dreiecke 
und falit die Dreiecke, die an dieselbe Ecke des Netzes stofen, zu einem 
Polygon zusammen, so entsteht ein regelmäliges Polygonnetz (a, &), 
das zum ursprünglichen reziprok ist. KReziproke Netze haben dieselbe 
Bewegungsgruppe und dieselbe erweiterte Bewegungsgruppe. Die so- 
eben genannten Dreiecke sind die D. B. der erweiterten Bewegungs- 
gruppe. Unter der Art a’ der Ecken des Netzes soil die Art des rezi- 
proken Netzes verstanden werden. Durch die Zahlen à, @&, &, a’ ist 
ein regelmäliges Polygonnetz in der hyperbolischen Ebene vollständig 
bestimmt, In den rechtwinkligen Dreiecken, aus denen es sich zusammen- 
setzt, müssen die Basiswinkel a x : a, und ax: a, betragen. Der Radiuss 
des Umkreises ergibt sich dann aus (51) eindeutig und reell, wenn 


DST EEE DÉETEO ER 


ist. Hieraus gelangt man zu 


Satz 11. ,für die Existenz eines regelmäfBigen Polygonneizes (@5, @:) in der 
hyperbolischen Ebene, dessen Polygone die Art à und dessen Echken die Ari a 
besitzen, ist (52) notwendig und hinreichend. Ein solches Netz überdeckt die 
hyperbolische Ebene lückenlos und enthält unendlich viele verschiedene Polygone." 
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Beweis. Wie soeben gezeigt wurde, ist (52) für die Existenz eines 
regelmäBigen a,-Ecks mit dem Innenwinkel 2 4x : a, die Ungleichung (52) 
notwendig und hinreichend. Es ist also (52) für die Existenz des ver- 
langten Netzes sicher notwendig. Hat man andererseits ein regelmäBiges 
a,-Eck mit dem Innenwinkel 2a’x: a, so denke man sich an jede Kante 
ein kongruentes @,-Eck angesetzt und in die Ecken noch jeweils a, — 3 
solche a,-Ecke eingefügt. Mit den so hinzugekommenen a.,-Ecken ver- 
fahre man entsprechend und setze dieses Verfahren unbeschränkt fort; 
man erhält dadurch ein regelmäBiges Polygonnetz vom angegebenen 
Typus. Ms sei die Menge aller Punkte der hyperbolischen Ebene E, 
die von diesem Netze überdeckt werden, und es wird gezeigt, daB alle 
Punkte von Æ zu My gehüren. Zunächst gehôrt die Menge M, aller 
von einem Polygon 11 des Netzes überdeckten Punkte dazu, ferner die 
Menge M,, die von Z1 und den an die Kanten und Ecken anstoRenden 
Polygonen überdeckt wird. Alle Punkte von W, sind innere Punkte 
der abgeschlossenen Menge M,; es gibt daher eine Zahl # derart, dab 
die um alle Punkte von M, mit dem Radius k# geschlagenen Kreise zu M, 
und daher zu M, gehôren. k ist dabei von der Wahl des Polygons 21 
unabhängig; denn man kann durch hyperbolische Bewegung des Netzes 
das Polygon Z1 in jedes andere Netzpolygon überführen. Es hat daher 
jeder Punkt P von M4 die Eigenschaft, daB ein Kreis um P mit dem 
Radius £ ganz in M, liegt. Daher ist MS eine offene Punktmenge; 
denn sie besteht nur aus inneren Punkten. Ist aber À ein Häufungs- 
punkt von M, so gibt es in M, einen Punkt P, so daB À P <k, also À 
im Innern eines um P mit £ geschlagenen Kreises liegt, Deshalb mul 
A zu M4 gehôren. M4 ist also zugleich offen und abgeschlossen, er- 
füllt also die ganze Ebene ÆZ. Da der Flächeninhalt von M, hyper- 
bolisch gemessen, unendlich ist, kann M, nicht von endlich vielen Poly- 
gonen überdeckt werden. Damit ist Satz 11 bewiesen. 


Ist a > 1, so ist die Überdeckung jedenfalls in Nähe der Mittelpunkte 
eine mehrfache, ist a > 1, so gilt Entsprechendes für die Ecken. Ist 
aber a—a —1, so werden die soeben mit M, und M, bezeichneten 
Bereiche von den sie definierenden Polygonen nur einfach überdeckt, 
Es scheint dann unmittelbar anschaulich:) zu sein, da8 man durch 
Hinzufügung neuer Polygone sich immer weiter von M, entfernt, daB 
also M, nur einfach überdeckt wird. Entsprechendes gilt dann für alle 
Teiïile der hyperbolischen Ebene, Also: 


7) Hinweisen auf die , Anschauung“ ist in der Nicht-Euklidischen Geometrie mit ganz be- 
sonderer Vorsicht zu begegnen. Nicht als ob die Nicht-Euklidische Geometrie mit der reinen 
Anschauung schlechter zu vereinbaren wäre, als die Euklidische! Die »Anschauung“ (mit 
Gänsefülichen!), auf die man sich meistens beruft, besteht aber im wesentlichen aus Erfahrungen 
in der geometrischen Konstruktion, und diese Konstruktionserfahrungen entstammen fast aus- 
schlieBlich der Beschäftigung mit der Euklidischen Geometrie. Theoreme, die mit diesen 
psychologisch fest verwurzelten Konstruktionserfahrungen im schrofisten Widerspruch stehen, 
werden naturgemäB als paradox empfunden (Paradoxien der Nicht-Euklidischen Geometrie). 
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Satz 12. Ein regelmäBiges Polygonnetz, dessen Ecken und dessen Polygone von 
der Art 1 sind, überdeckt die hyperbolische Ebene einfach.« 


Der Beweis dieses Satzes stützt sich auf folgenden Hilfssatz, für den 
im Anhang ein Beweis gegeben wird: 

Hilfssatz ,In einer Euklidischen oder hyperbolischen Ebene sei 1, 
ein konvexes Polygon, das einen Innenwinkel — 8 hat: entsprechend 
sei ZZ, ein einfaches Polygon mit einem Innenwinkel — 2x — ÿ, während 
alle anderen Innenwinkel < x sind. Setzt man dann /1, und JL so zu- 
Sammen, dal die genannten beiden Innenwinkel sich zu 2x ergänzen, 
So haben die beiden Polygone auferhalb der beiden Strecken, an denen 
sie zusammengesetzt sind, keinen Punkt gemeinsam." 


Beweis von Satz 12. Der Beweis wird geleistet durch fortgesetztes 
Aneinandersetzen von Polygonen der Typen Z1, und Z1,. Diese Polygone 
sind dabei selbst aus Netzpolygonen zusammengesetzt, Es wird nun im 
Beweis dafür gesorgt, daB durch das Zusammensetzen immer wieder ein 
Polygon vom Typus ZZ, oder ZI, entstehen muR und dafür, da auch 
jedes Netzpolygon einmal mit angesetzt wird. Das Verfahren wird des- 
halb so eingerichtet, dal jede Kante jedes Netzpolygons, das mit an- 
gesetzt wird, nach endlich vielen Schritten in das Innere des zusammen- 
gesetzten Polygonkomplexes gelangt. Man kann nämlich je zwei Netz- 
polygone durch eine aus Netzpolygonen und Kanten bestehende Kette 
verbinden, und von einer solchen Kette, die ein bereits angesetztes 
Polygon mit einem beliebigen Polygon des Netzes verbindet, muB dann 
jede Kante einmal in das Innere des Polygonkomplexes gelangen, also 
muB auch das letzte Polygon der Kette einmal angesetzt werden. 

Da nach (52) a, — a, — 3 nicht vorkommen kann und der Satz dann 
und nur dann für ein Netz gilt, wenn er auch für das reziproke Netz 
richtig ist, kann man ohne Einschränkung der Allgemeinheit à > 3 
annehmen. Bezeichnet man den Innenwinkel 2x :a, Kurz mit , so ist 
2p@<zx. Ein einfaches Polÿygon, das nur Innenwinkel , 2, 3 hat 
und zwar hôchstens einen Winkel 3 q, ist dann sicher vom Typus Z7, 
oder J1,. Ist a, — 3 und daher a, > 6, so ist 3 << x und es darf auch 
ein Winkel 4 @ vorkommen. Solche Polygone werden zur Verwendung 
kommen. An sie werden Polygone Ÿ; angesetzt. Diese bestehen aus 
a, — k Netzpolygonen, die jeweils eine Ecke À gemeinsam haben und 
im Zyklus von À aufeinander folgen (4 — 1, 2, 3,4). Y, hat hôchstens 
an der Stelle À einen Innenwinkel = x; beiderseits dieses Winkels 
folgen auf dem Rande von Y, je a, —2 Winkel y; weiterhin folgen 
dann immer abwechselnd ein Winkel 2 œ und a, —3 Winkel y. Es 
sind für den Beweis die Fälle a, > 3 und a, — 3 zu unterscheiden. 

1. a > 3 Es wird eine Folge von einfachen Polygonen 4;, 5,, 
gebildet. Diese entstehen alle durch Zusammenfassen von Netzpolygonen; 
die Innenwinkel sollen nur die Werte œ, 2 g, 3 @ annehmen, und zwar 
soll 3 g hôchstens einmal vorkommen; endlich soll immer neben einem 
der grôBten Winkel (also dem Winkel 3 , falls dieser vorkommt) auf dem 
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Rande des Polygons ein Innenwinkel q auftreten. Jedes Netzpolygon 
erfüllt diese Bedingungen; ein solches wähle man als 8. Ist nun , 
ein beliebiges Polygon der zu konstruierenden Folge, und ist 


{ 
Ci, C, ne.) Cp 


die zyklische Folge seiner Ecken, so kann man annehmen, daf bei OC, 
der Innenwinkel = p ist und bei C, ein grôlBter Innenwinkel = Xp be- 
steht (4<3). %, und YA, sind dann ein Paar von Polygonen ZZ, und 21,. 
Setzt man sie zusammen, so erhält man ein Polygon mit den Eckpunkten 


CMD MAD RRED EC NRC 


Dieses hat bei D, den Innenwinkel , bei C; den Innenwinkel 2 p 
oder 3, im übrigen nur Innenwinkel q und 24. Es genügt also 
wieder den angegebenen Bedingungen und kann deshalb als $,,, be- 
zeichnet werden. Das Verfahren läft sich wiederholen und zwar durch 
Ansetzen an C,; nach m—1 Schritten erhält man #,,,_;:, das den 
ganzen Rand von 8, im Innern enthält. Durch unbeschränkte Fort- 
setzung des Verfahrens erhält man so eine einfache Uberdeckung der 
Ebene durch die sämtlichen Polygone des Netzes. 

2, a; — 3 Die Bedingungen für die #, werden dadurch abgeändert, 
da Innenwinkel , 2, 3p, 4 (letzterer hôchstens einmal) zugelassen 
werden und neben einem der maximalen Winkel ein Winkel @ oder 2 
stehen mu. Der Beweis verläuft dann fast genau wie im Fall 1; auf 
dem Rande von $,,, steht neben dem maximalen Innenwinkel bei C, 
bei D, der Innenwinkel 2 œ. 


$ 10. Anwendung der regelmäfigen Polygonnetze auf die 
Flächentopologie. 


Die erweiterte Bewegungsgruppe, die ein Polygonnetz in der Eukli- 
dischen oder Nicht-Euklidischen Ebene invariant läft, hat zum D. B. ein 
Dreieck, dessen Ecken der Mittelpunkt eines Netzpolygons, eine Ecke 
dieses Polygons und eine benachbarte Seitenmitte sind. Der Rand g'e- 
hôrt dabei mit zum D.B. Es liegt nun die Frage nahe, ob es nicht 
Gruppen von (Euklidischen oder hyperbolischen) Bewegungen gibt, deren 
D. B. genau ein Polygon des Netzes (unter Hinzurechnung gewisser 
Randstücke) ist, und in der auker für die Identität keine Fixpunkte vor- 
kommen. Diese Fragestellung führt wieder auf die Flächentopologie 
und erôffnet die Môglichkeit, Fragen der Gruppentheorie, der Topologie 
und der Polygonnetze aufeinander zurückzuführen. 

Es sei also (a, a,) ein regelmäliges Polygonnetz, dessen Polygone 
Diskontinuitätsbereiche einer Gruppe @ von fixpunktlosen Bewegungen 
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(erster oder zweiter Art) der Ebene sind. Punkte, Strecken, Flächen- 
stücke, die durch Bewegungen der Gruppe G ineinander übergeführt 
werden kônnen, werden wieder als äiquivalent betrachtet, Die Âquivalenz 
ist dann (vgl. S. 1 u. 2) ein klassenbildender Begriff, Durch die Diago- 
nalen und die Mittellote der Netzpolygone werden diese zerlegt in 


Dreiecke 0; ; 
die so abgeteilten Strecken auf den Seiten, 
Hauptdiagonalen, Mittelloten heifen Di, ds T6; (53) 
die Mittelpunkte, Kantenmitten, Ecken der 
Netzpolygone heiBen FOR. 
Bi 2, ,, 


Sind zwei verschiedene Elemente (53) äquivalent, so sind sie mit dem- 
selben Buchstaben, aber verschiedenen Indizes bezeichnet. Insbesondere 
sind alle P; äquivalent. Da jedes Netzpolygon ein D. B. der Gruppe G 
ist, kann es nur endlich viele nicht äquivalente Elemente (53) geben. 
Ferner gibt es genau eine Bewegung aus G, welche ein Element (53) 
in ein vorgegebenes äquivalentes Element überführt. Dabei gehen immer 
inzidente Elemente wieder in inzidente Elemente über. Auf diese Art 
wird eine Inzidenz zwischen den Klassen äquivalenter Elemente (53) 
hergestellt, und wenn man die Klassen äquivalenter Punkte P;, Q{, R:; 
als topologische Punkte, entsprechend die Klassen äquivalenter 
Strecken pi, qi, r: bzw. äquivalenter Dreiecke d; als topologische 
Strecken bzw. als Zellen auffafit, so genügen die so definierten 
endlich vielen topologischen Elemente für den angegebenen Inzidenz- 
begriff den Axiomen der komplektischen Flächen F (vgl. S. 47). 

Man hat es jetzt also zu tun mit 


den Punkten PO, 
den Strecken D Te (54) 
und den Zellen Dei Dre 


Anschaulich kann man sich diese Fläche so erklären, daf die Ränder 
eines Netzpolygons in geeigneter Weise aneinander geheftet werden. 
Das legt die Vermutung nahe, daB die Kanten eines Netzpolygons sich 
paarweise entsprechen, daB also immer zwei Strecken pi, pi, und zwei 
Punkte Q;, Q. auf dem Polygonrand derselben topologischen Strecke p, 
bzw. demselben topologischen Punkt Q; zugeordnet sind. Das läft sich 
leicht bestatigen. 

Sind nämlich J und Z; zwei benachbarte Polygone des Netzes, so 
gibt es in der Gruppe 6 genau eine Bewegung, die 4; in 4 überführt 
und durch diese muB 4 in ein benachbartes 4, übergehen, also eine 
Bewegung 

dj 4 + 4%, wobei J zu d; und 4 benachbart (55) 
und À; = y ist. 
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Dann sind aber die Kanten, die 4 von 4; und J, trennen, äquivalent. 
Umgekehrt folgt aber aus einer solchen Aquivalenz, daB in G die Be- 
wegung (55) vorkommt. Es mu also zu jeder Kante von Z eine zweite 
Kante von { äquivalent sein; eine dritte äquivalente Kante von 4 kann 
nicht vorkommen, da die Bewegung (55) durch 4; und 4 eindeutig be- 
stimmt ist. Die Anzahl der Punkte Q; beträgt daher a,:2. Es ist also 
a, gerade. Ist ferner s die Anzahl der Punkte RÀ;,, so mul, da jedes 
Dreieck 0; mit einem À, und jedes À; mit 2 a, Dreiecken 0; inzident ist, 


243 — 2048 


sein, Für die Anzahl der Punkte, Strecken und Zellen der komplek- 
tischen Fläche ergibt sich also: 


G=1l+a:2—+atu, a —34, —24;, 
(56) 
P—1—1+a,:2—a,:u. 


a, ist durch 2 und durch &, teilbar. 


Man Kkann einem Dreieck d; eine beliebige Orientierung erteilen und 
diese Orientierung auf das ganze Netz übertragen. Ist die komplektische 
Fläche F orientierbar, so werden äquivalente Dreiecke äquivalente Indi- 
katrizen erhalten (vel. S. 51); ist F nicht orientierbar, so müssen äqui- 
valente Dreiecke mit nicht äquivalenten Indikatrizen auftreten. Im ersten 
Falle sind alle zu @ gehôrigen Bewegungen von der ersten Art; im 
zweiten Falle müssen auch Bewegungen zweiter Art in G vorkommen. 
Sind also alle Bewegungen von der ersten Art, so mul nach (56) die 
Zahl a,:2 — a, :a, ungerade sein. 

Zwischen dem in die KElemente (53) unterteilten Polygonnetz und 
der aus den Elementen (54) zusammengesetzten Flâche F besteht ein 
(c)-Isomorphismus, der analog ist zu dem in Kap.Il, $ 2, S. 54 definierten 
(v)-Isomorphismus. Die Elemente (53) sind nämlich auf gleichartige (54) 
so bezogen, da inzidenten Elementepaaren wieder inzidente Elemente- 
paare entsprechen und zwar jedem Elemente (53) des Netzes genau ein 
Element (54) der Fläche und jedem Elemente (54) unendlich viele Ele- 
mente (53). Dabei sind mit keinem Element (53) mehrere zueinander 
äquivalente (also demselben Element (54) entsprechende) Elemente in- 
zident. Die mit entsprechenden Elementen (53) und (54) inzidenten 
Zyklen sind also zueinander (1)-isomorph. Das Netz stellt deshalb eine 
co-blättrige unvereweigte Überlagerungsfläche der Fläche F dar. 

Die Abbildung einer Fläche F auf eine œ-blättrig unverzWweigt über- 
lagerte Ebene soll jetzt noch näher untersucht werden. 

Unterteilt man eine Strecke von (53) durch einen Punkt und fübrt 
auf allen äquivalenten Strecken den äquivalenten Teilpunkt ein, so ent- 
spricht dieser Operation auf F eine Unterteilung der komplektischen 
Fläche (vel. Kap. IT, $ 3, S. 60, 62). Entsprechendes gilt für die Unter- 
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teilungen der Zellen, Diese Operation läft sich unbeschränkt fortsetzen: 
man gelangt so zu Unterteilungen 


RUE UE ENT ONU 


Man kann aber andererseits jede topologische Unterteilung von F; 
durch Einführung von neuen Teilpunkten und geradlinigen Streckenzügen 
auf den entsprechenden Unterteilungen 


4 / 
He A CE LE 


des Netzes realisieren. 

Jeder Verschmelzung von Strecken oder Zellen auf F; entsprechen 
dann unendlich viele Verschmelzungen auf F°, die durch die Zuordnung 
der Elemente von F; und F; eindeutig bestimmt sind. Auch nach diesen 
Transformationen entsprechen den Punkten Strecken und Zellen der 
Fläche wieder Punkte, geradlinige Streckenzüge und von einfachen Poly- 
gonen begrenzte Ebenenstücke in der Ebene des Netzes; dabei sind die 
zu einem Element der transformierten Fläche gehôrigen Zyklen immer 
(1)-isomorph zu jedem der unendlich vielen Zyklen, die zn den ent- 
sprechenden Elementen der Ebene gehôren. Die Zuordnung ist also 
invariant gegen interne Transformation (vel. Kap. IL, $ 3, S. 65) der 
Fläche F; man kann sie also auffassen als Beziehung zwischen der Netz- 
ebene und einer nektischen Fläche ® (vgel.S.66). Jedem Strecken- 
zug © auf ® entspricht ein System äquivalenter Streckenzüge in der 
Ebene: sie sollen als Bildkurven von © bezeichnet werden. Ist ein 
Punkt auf ® mit mehreren Strecken von Z inzident, so müssen alle ent- 
sprechenden Punkte in der Ebene mit ebensoviel Strecken der Bild- 
kurven von © inzident sein; hat z. B. © einen Doppelpunkt, so müssen 
ihm entweder Doppelpunkte der Bildkurven entsprechen, oder Punkte 
in denen sich zwei Bildkurven schneiden. Die Bildkurven geschlossener 
Streckenzüge sind entweder selbst geschlossene Streckenzüge, oder sie 
verbinden je zwei äquivalente Punkte; daher haben einfache geschlossene 
Streckenzüge entweder ein System von unendlich vielen geschlossenen, 
sich gegenseitig nicht treffenden Streckenzügen zu Bildkurven, oder ein 
unendliches System von einfachen Streckenzügen, die sich nicht kreuzen, 
von denen aber je zwei einen gemeinsamen Endpunkt haben. Ränder 
von Zellen der Fläche ® werden durch einfache g'eschlossene Kurven 
abgebildet. Die Flächen ® kônnen nicht ganz willkürlich gewählt werden. 
Es gilt nämlich 


Satz 13. Die Fläche ® kann keine nektische Sphüre und kein geschlossenes 
Môbiusband sein.“ 


Beweis. 1. Jede Sphäre kann in zwei Zellen mit gemeinsamem 
Rand zerlegt werden. Der Rand wird auf unendlich viele einfache 
geschlossene Bildkurven abgebildet, die sich nicht überkreuzen, jede 
Zelle auf unendilich viele Zellen, von denen jede mit genau einer der 
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Bildkurven des Randes inzident ist. Es hängen also auch indirekt immer 
nur zwei Zellen zusammen: die Überlagerungsfläche kann also nur aus un- 
endlich vielen nicht zusammenhängenden Sphären bestehen, von denen 
jede zur gegebenen Sphäre (1)-isomorph ist. — 2. Hat ein geschlossenes 
Môbiusband eine orientierbare Überlagerungsfläche, so kann man auf 
dieser eine neue Âquivalenz definieren, indem man von den bisher aäqui- 
valenten Elementen noch fordert, daB die mit ihnen inzidenten Zyklen 
übereinstimmende Orientierung haben. Diese neue Aquivalenz definiert 
eine Fläche, welche die zweiblättrige Überlagerungsfläche des geschlosse- 
nen Môbiusbandes, also eine Sphäre ist. Nach 1 kann die Uberlagerungs- 
fläche also nur eine Sphäre sein. 

Dieser Satz und die unmittelbar vorangegangenen Untersuchungen 
sind unabhängig davon, daB die Bildbereiche der Fläche auf der Ebene 
gerade die Diskontinuitätsbereiche einer (Euklidischen oder hyperbolischen) 
Bewegungsgruppe G sind. Im folgenden wird von dieser Beziehung 
zur Gruppe G wesentlich Gebrauch gemacht. Die hier dargestellten 
Resultate lassen sich aber noch verallgemeinern. 


Ist D, ein D. B. von 6, so bedeute 
(D;) das aus den inneren Punkten von D; bestehende Gebietund (57) 
[D;] die abgeschlossene Hüllet) von D. 


Hierbei môge man sich auf solche 1. B. beschränken, von denen 


1. der Rand aus endlich vielen Strecken zusammengesetzt ist, 
2, (D;) zusammenhängend?) ist. 


Unter diesen Voraussetzungen gelten folgende Sätze: 
Satz 14. ,Der Rand von D; ist ein einfaches Polygon.“ 


Beweis. Nach der Bedingung 1 muB der Rand aus ein oder mehre- 
ren Polygonen bestehen. Wäre letzteres der Fall, so müBte es in [2;] 
ein Polygon 11 geben, in dessen Innern mindestens ein Punkt liegt, der 
nicht zu D); gehôrt, sondern zu DZ. Also liegt (D;) im Innern von 11. 
Dann müfte die Bewegung, welche D; in D; überführt, II in ein kon- 


gruentes Polygon überführen, das ganz in ZI liegt und nicht mit 27 zu- 
sammenfällt, was unmôglich ist, 


Satz 15. » Die [D;] sind genau die Bilder derjenigen Quasizellen der nektischen 
Filäche D, welche aus der Verschmelzung aller Zellen entstehen.“ 


Beweis. Bildet man durch Zellenverschmelzung eine Quasizelle auf &, 
so gehôren zu ihr alle Elemente einer gewissen Unterteilung der Fläche 
mindestens je einmal und die des Randes mehrmals. Die inneren Elemente 
der Quasizelle werden auf einen zusammenbängenden, von geradlinigen 


1) Die abgeschlossene Hülle einer Menge entsteht dadurch, daB man zur Menge alle ihre 
Häufungspunkte hinzufügt, 


) Ein Gebiet ist zusammenhängend, wenn man Je zwei seiner Punkte durch einen Streckenzug 
verbinden kann, der ganz im Gebiet verläuft, 
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Strecken berandeten Bereich abgebildet, der zum 1). B. wird, wenn man 
die nicht äquivalenten Randelemente hinzufügt. Die abgeschlossene Hülle 
dieses D. B. ist dann das Bild der Quasizelle, Diese Betrachtung läfit 
sich ohne weiteres umkehren. 


Satz 16. , Besteht die Gruppe 6 nur aus Bewegungen erster Art, so gehôrt zu © 
ein D;, dessen Randpolygon bezeichnet werden kann mit 


=: —] = = 
0 pan las Ur: (me LEE (58) 
hierbei bedeuten 
_— 1 _ 
Gi Qÿ bi, Lio 
Quasistrecken (59) 


’ ” 72 / 
O, Gi, Ai, Qi 0, O, Œi Ai, Gi, O, O, bi, B;, b}, 0! O, b;’, B;,b;, O, 


und es sind nur die gleichbezeichneten Punkte und Strecken äquivalent.  Ent- 
hält © auch Bewegungen zweiter Art, so hat man statt (58) zu setzen 


Ai: is Uos Hay se, Ap-1, Ap-1; (58’) 
und es ist P=>9,“ 


Beweïis. Je nachdem die Gruppe @ nur aus Bewegungen erster 
Art besteht, oder auch Bewegungen zweiter Art enthält, ist die Fläche & 
orientierbar oder nicht. Da ® nach Satz 13 keine Sphäre und kein ge- 
schlossenes Môbiusband sein kann, erhält man durch die Transformation 
auf die Normalform (vel. Kap. Il, $ 4) eine Quasizelle mit der Berandung (58) 
bzw. (58’). Nach Satz 15 liefert diese Quasizelle einen D. B. von @, dessen 
Rand nach Satz 14 ein einfaches Polygon ist. 

Bisher ist immer nur davon die Rede gewesen, welche Eigenschaîften 
die Gruppe @ haben mu, wenn eine solche existiert. Jetzt wird bewiesen 


Satz 17. ,Jedes regehmäfjige Polygonnetz (4p, 4p) besteht aus den Diskonti- 
nuitätsbereichen einer Gruppe von fixpunktfreien Bewegungen erster Art und 
jedes regelmäfige Polygonnetz (2 k, 2 k) besteht für k >> 1 aus den Diskonti- 
nuitätsbereichen einer Gruppe von fixpunktfreien Bewegungen erster und 
zweiter Art.“ 


Beweis. Es genügt zu zeigen, dal in jedem (4p, 4p) undfürk>1 
in jedem (24, 2k) die Kanten so als Quasistrecken (59) beschriitet werden 
kônnen, da beim Umlauf um ein Polygon des Netzes stets die Beschrif- 
tung (58) bzw. (58) sich ergibt und zwar im Falle (4p, 4p), wenn man 
die Polygone alle im positiven Sinne umläuft, im Falle (24, 24), wenn 
man die Polygone abwechselnd im positiven und negativen Sinne (benach- 
barte verschiedensinnig) umläuft, Bei einer solchen Beschriftung mul 
zunächst jeder Eckpunkt mit O bezeichnet werden. Die Bezeichnung 
einer Kante wechselt ihr Vorzeichen je nach der Richtung, in der man 
sie durchläuft. Beschriftet man die 4p (bzw. 2%) an einen Eckpunkt 
anstoBenden Polygone derart, da8$ den Kanten in der Richtung ,vom 
Eckpunkt weg“ die folgenden Bezeichnungen zukommen: 


Levi, Geometrische Konfigurationen. 19 
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Da Re 0e 0 OR 01e b, bei zyklischer Umlaufung in 
negativer Richtung 
(bzw. a,, a,!,...,@x, 4j bei beliebiger zyklischer Umlaufung), 


so ist der aus den 4p (bzw. 24) Zellen bestehende Komplex schon 
in richtiger Weise beschriftet. Man bilde jetzt das Netz wieder wie 
im Beweise von Satz 12 aus einer Folge von Polygonkomplexen 
B,,..., B,,..., die auseinander hervorgehen durch Ansetzen der dort 
beschriebenen Komplexe À; an jeweils einer einzigen Ecke. $, besteht 
aus einem einzigen Polygon und kann daher wie verlangt beschriftet 
werden. Die Beschriftung von $, kann man stets auf das angesetzte 
M; fortsetzen (vel. den Beweis von Satz 12) und so eine Bescbriftung 
von $,,, erreichen, die den Bedingungen entspricht. Die Beschriftung 
läft sich also von einem Polygon auf das ganze Netz übertragen und 
damit ist der Beweis von Satz 17 erbracht. 

Ist p — 1 bzw. &— 9, so liegt das regelmälige Polygonnetz in der 
Euklidischen, in den anderen Fällen in der hyperbolischen Ebene. Zu 
jeder nektischen Fläche, die weder Sphäre noch geschlossenes Môbius- 
band ist (vel. Satz 13), gibt es daher ein regelmähiges Polygonnetz als 
unendlich vielblättrige Überlagerungsfläche, Die Polygone dieses Netzes 
sind ein System von l.B. einer fixpunktfreien Bewegungsgruppe der 
betreffenden Ebene. Umgekehrt ist das (nicht immer regelmäbige) 
Polygonnetz, welches durch ein vollständiges System von Diskontinuitäts- 
bereichen einer fixpunktfreien Bewegungsgruppe G einer Ebene geliefert 
wird, immer Überlagerungsfläche einer nektischen Fläche, Auf der Kugel 
gibt es eine einzige fixpunktfreie Deckbewegung, nämlich V,; hierzu 
gehôrt das geschlossene Môbiusband (projektive Ebene) als Fläche, der 
die Kugel unverzweigt (zweiblättrig) überlagert ist, 

Aufgaben. 1. Gibtes fixpunktfreie Bewegungsgruppen, deren D. B. 
die Sechsecke des Netzes (3, 6) in der Euklidischen Ebene sind? 

2. Ersetzt man in Satz 16 die Bildkurven der Quasistrecken (59) durch 
einfache Strecken, so erhält man ein [D;] der Gruppe G. 

3. Es ist nicht môglich, ein Polygonnetz (8, 8) so zu beschriften, dal 
alle Netzpolygone mit à, b, c, d, a-1, c-1, b-1, d-1 beschriftet sind. 


$S 11. Die Fundamentalgruppen. 


In den im $ 10 eingeführten Bewegungsgruppen 6 ist jede Bewegung 
eindeutig bestimmt, wenn man von einem beliebigen, aber festen Punkt 
der Ebene weik, in welchen äquivalenten Punkt er übergeht. Auf Grund 
der Uberlegungen des $ 10 kann man jetzt die Gruppen G gruppen- 
theoretisch vollständig charakterisieren. Wegen ihrer engen Beziehung 


zu den Flächen nennt man die Gruppen G Fundamentalgruppen der 
Zugehôrigen nektischen Flächen. 
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Man betrachte einen Diskontinuitätsbereich von G, der die Form (58) 
bzw. (58°) hat und alle dazu äquivalenten Bereiche. Diese bilden ein 
Netz von Polygonen. An jeden Netzpunkt grenzen 4p (bzw. 2k) Poly- 
gone und ebenso viele Streckenzüge; entsprechendes gilt von den Poly- 
gonen. Alle Netzpunkte sind miteinander äquivalent, ebenso alle Polygone; 
dagegen gibt es auf dem Netz genau 2 p (bzw. k) nicht äquivalente 
Streckenzüge, welche benachbarte Netzpunkte verbinden, sie werden im 
folgenden als Kanten bezeichnet!}, und eine zusammenhängende Folge 
solcher Kanten wird ein Kantenzug genannt. Jede Kante trägt eine Be- 
schriftung af? oder bf', deren Exponent von der Richtung der Durch- 
laufung abhängt; die Beschriftung eines orientierten Kantenzuges soll 
sich dann aus den Beschriftungen der Kanten in der Reihenfolge ihrer 
Durchlaufung zusammensetzen. Zu jeder beliebig vorgegebenen end- 
lichen Folge von Kantenbeschriftungen a", bf! kann man einen Kanten- 
zug konstruieren, der von einem beliebigen, fest gewählten Netzpunkt O, 
ausgeht; jeder solche Kantenzug ist durch die vorgegebene Beschriftung 
eindeutig definiert und endigt in einem (zu O, äquivalenten) Netzpunkt O,. 
Dieser Kantenzug und seine Beschriftung soll jetzt der Bewegung der 
Gruppe G, welche O, in O, überführt, zugeordnet werden. Jeder Be- 
wegung werden (bei festgehaltenem O,;) unendlich viele Kantenzüge und 
daher auch unendlich viele Beschriftungen zugeordnet; denn es gibt 
unendlich viele, von O, nach O, führende?) Kantenzüge. Diese müssen 
sich aber alle auf dem Netz ineinander verzerren lassen (vgl. Kap. I, $ 6). 
Wie nämlich im Beweis von Satz 12 gezeigt wurde, kann man das Netz 
aus Komplexen #,, B,, ... zusammensetzen, von denen jeder alle 
vorangehenden enthält und von einem einzigen einfachen Polygon be- 
randet ist. Es gibt also stets ein $#,, das endlich viele beliebig vor- 
gegebene Kantenzüge enthält. Nach Kap.Il, $ 6, Satz 23, S. 89 kann 
man daher zwei beliebige geschlossene Kantenzüge stets auf einem ge- 
eignet gewäblten 8, und daher auch auf dem alle 5, enthaltenden Netze 
ineinander verzerren. Insbesondere kann man jeden geschlossenen Kanten- 
zug in einen beliebigen Netzpunkt verzerren. Zu zwei Kantenzügen 


0; O, O, und Os, T, Ok, 
die O, und O, verbinden, gibt es daher immer eine Verzerrung 
d}, 0, O, = Os; O, O,, 0 O, T O, Ke O T O:. 


Sie sind also stets ineinander verzerrbar. Ist andererseits O, +0,, so 
müssen nach der Definition der Verzerrung (S. 87) bei allen Verzerrungen 
eines von O, nach O, führenden Kantenzuges die beiden Endpunkte fest 
bleiben. So ergibt sich der 


1) Nach Aufgabe 2 des $ 10 kann man den D). B. der Gruppe @ so wählen, daf diese 
Kanten geometrische Strecken werden. 

2) Es gibt sogar unendlich viele einfache derartige Kantenzüge, wie man aus dem Auf- 
bau des Netzes aus den Ÿ, leicht erkennen kann. 
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Satz 18. ,Die Bewegungen der Gruppe @ sind ein-eindeutig bezogen auf die 
Klassen ineinander verzerrbarer Kantenzüge des zugehôrigen Netzes, welche 
einen beliebig, aber fest vorgegebenen Netspunkt O, zum Anfangspunkt und 
einen willkürlichen Netzpunkt O, zum Endpunkt haben. Der Gruppeneinheit 
entspricht hierbei die Klasse der geschlossenen Kantenzüge." 


Für die Beschriftungen, welche einem bestimmten Element von & 
zugeordnet werden, ist dabei die Wahl des Punktes O, wesentlich. Ist 
nämlich O, ein beliebiger Netzpunkt, der nach O, gelangt, wenn O, nachO, 
bewegt wird, so haben zwei Kantenzüge 0, 0, und 0,0, dieselbe Be- 
schriftung P; ist ferner y die Beschriftung eines Kantenzuges O, O,;, so 
gehôrt zu O, O, die Beschriftung 0 —8-1.7-8; es ist also y —B-0-B71. 
Hat daher 0,0, die Beschriftung a«, und O, 0, die Beschriftung &, so 
hat die Bewegung, welche O, in O, überfübrt, die Beschriftung &,-a,-a1*. 
Die Beschriftung der Bewegung von O, nach O, setzt sich also zusammen 
aus Beschriftungen der Bewegungen 0, O, (links) und O, O0, (rechts). 
Also: 


Satz 19. ,/n Satz 18 entspricht der linksseitigen Komposition der Bewegungen 
die rechisseitige Komposition der Beschriftungen entsprechender Kantenzüge.“ 


Da nun alle Beschriftungen aus a?! und b*' zusammengesetzt sind, 
wird die Gruppe @ aus den entsprechenden Bewegungen 4° und Bÿ° 
erzeugt. G ist aber keine freie Gruppe; denn es bestehen (vel. Kap. IL $ 8) 
Relationen. Z. B. ist, da 


1 ,-1 —1 —1 _ _ _ — 
OP A0 SU eu Os 02:14 (DZW QG eee et te) DO 


eine geschlossene Kurve darstellt, 
AB AND AB; A%-B, ©1(b2W 4; 4; A4/-4;- 1) (60) 


eine solche Relation. Nun kann man aber leicht zeigen, daR (60) ein 
System erzeugender Relationen von G darstellt. Die zulässigen Ver- 
zerrungen werden nämlich erzeugt durch Ein- und Ausschalten von Paaren 
entgegengesetzter Strecken und von Zyklen mit der Beschriftung (60’) 
und der entgegengesetzten. Die entsprechenden Obperationen in der 
Gruppe 6 sind aber (vgl. S. 38) genau die Transformationen, die in einer 
Gruppe mit 2p (bzw. £) erzeugenden Elementen und einer erzeugenden 
Relation (60) zulässig sind. Es gilt also 


Satz 20. Die Gruppe G ist definiert durch 2 p (bzw. k) Erzeugende A, B;: 


= 1, ..., p (bzw. À;; i— 1, ..., k) mit einer einzigen erzeugenden Re- 
lation (60). 


Nebenher ergeben sich aus diesen Überlegungen noch zwei Resultate: 
Erstens erkennt man, daB alle Gruppen mit 2 p (bzw. &) Erzeugenden 
und einer erzeugenden Relation (60) sich auch als Gruppen linearer 
Substitutionen mit drei homogenen Variabeln realisieren lassen, wobei eine 
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gewisse quadratische Form der Variabeln invariant bleibt [vel (47), (47°); 
die dortigen Formeln sind aber für den dreidimensionalen Raum auf- 
gestellt]. Zweitens erhält man ein graphisches Verfahren, um von zwei 
formal gegebenen Elementen aus G festzustellen, ob sie identisch sind. 
Dieses Verfahren hat vor anderen graphischen Verfahren den Vorzug, 
daB es die Entscheidung nicht approximativ, sondern exakt liefert. Man 
mul ein genügend grokes Stück des Netzes aufzeichnen und beschriften; 
dann von einem beliebigen Netzpunkt O, aus die zu den Gruppen- 
elementen gehôrigen Kantenzüge eintragen; die Gruppenelemente sind 
dann und nur dann identisch, wenn die Endpunkte der Kantenzüge 
zusammenfallen. Dieses theoretisch äuBerst einfache Verfahren bereitet 
allerdings schon bei Kantenzügen mit verhältnismäBig wenigen Elementen 
zeichnerisch unüberwindliche Schwierigkeiten, 

Aufgabe. Zu beweisen, daB in jeder Gruppe @ (in der hier be- 
nützten Bezeichnungsweise) die Gruppeneins das einzige Element end- 
licher Ordnung ist. — 


Zwischen den Bewegungen der Gruppe G und den Klassen ineinander 
verzerrbarer Kantenzüge des zugehôrigen Netzes ist durch Satz 17 ein 
(1)-Isomorphismus hergestellt worden. Man kann das beschriftete Netz 
als Bild (Dehnsches Gruppenbild) der Gruppe G auffassen, Hier- 
bei ist ein willkürlicher, aber fest zu wählender Netzpunkt O, als Anfangs- 
punkt der Kantenzüge auszuzeichnen. Ferner kann man nun eine Be- 
ziehung ableiten zwischen den Klassen ineinander verzerrbarer, ge- 
schlossener Streckenzüge einer nektischen Fläche ® und den Klassen 
ineinander transformierbarer Bewegungen der zugehôrigen Fundamental- 
gruppe. 

Die nektische Fläche ® sei definiert durch beliebige interne Transfor- 
mation einer komplektischen Fläche F, die weder mit der Sphäre noch mit 
dem geschlossenen Môbiusband verwandt ist. Es gibt dann ein Netz 
(4p, 4p) [bzw. (24, 2k)], das F und mithin auch ® unendlich blättrig 
unverzweigt überlagert ist, Den Netzpunkten entspricht dann auf ® ein ein- 
ziger Punkt O. Einen beliebigen geschlossenen Streckenzug auf ® kann 
man stets so verzerren, daB er durch © geht. Durchläuft man diesen 
Streckenzug von O aus in beliebiger aber bestimmter Weise, so ent- 
sprechen diesen Durchlaufungen unendlich viele Bildkurven, und zwar 
ist jeder Netzpunkt Anfangspunkt und Endpunkt je einer solchen Bild- 
kurve. Zusammengehôrige Anfangs- und Endpunkte kônnen dann immer 
durch gleichbeschriftete Kantenzüge verbunden werden. Es seien O, und O, 
Anfangs- und Endpunkt einer Bildkurve, G die Bewegung der Fundamental- 
gruppe, die O, in O, überführt, H ein beliebiges Element der Fundamental- 
gruppe, ferner 0; und O, die Netzpunkte, in die O, und O, durch H über- 
gehen. Dann sind 0; und ©, Anfangs- und Endpunkt einer anderen 
Bildkurve desselben Streckenzuges und es geht O, durch H-1-G:H in O, 
über. Der Gesamtheit dieser Bildkurven entspricht also eindeutig eine 
Gesamtheit ineinander transformierbarer Bewegungen der Fundamental- 
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gruppe. Alle Verzerrungen auf & lassen sich zusammensetzen aus Ver- 
zerrungen mit festgehaltenem Anfangspunkt und aus Verlegung des 
Anfangspunktes längs des Streckenzuges. Bei der ersten Art der Ver- 
zerrung bleiben Anfangs- und Endpunkt jeder Bildkurve ungeändert, 
bei der zweiten Art werden sie längs äquivalenter Streckenzüge ver- 
schoben. Gelangt also durch Verzerrung des Streckenzuges auf der 
Fläche der Anfangspunkt der Bildkurve von O, nach O;, so wandert 
dabei der Endpunkt von O, nach dem Netzpunkt Oy, der aus O, durch 
die Bewegung G hervorgeht. Durch die Verzerrung ändert sich also 
im allgemeinen die Zuordnung von Anfangs- und Endpunkt der Bild- 
kurven, nicht aber die Gesamtheit der zugeordneten Bewegungen der 
Fundamentalgruppe. Hat man andererseits zwei Streckenzüge, zu denen 
dieselbe Klasse ineinander transformierbarer Bewegungen gehôrt, so gibt 
es auch ein Paar von Bildkurven, die zur selben Bewegung gehôren; 
diese kann man ineinander verzerren. Es entsprechen sich also ein-ein- 
deutig die Klassen ineinander verzerrbarer Streckenzüge auf der Fläche und 
die Klassen ineinander transformierbarer Bewegungen der Gruppe. Also: 


Satz 21. ,Durch die Abbildung einer Fläche ® auf ein ihr unendlich viel- 
blältrig unverzweigt überlagertes Polygonnetz werden ein-eindeutig die Klassen 
ineinander verzerrbarer Streckenzüge den Klassen 1neinander transformier- 
barer Bewegungen der Fundamentalgruppe zugeordnet.“ 


Bei dieser Zuordnung entsprechen die in einem Punkt verzerrbaren 
Streckenzüge der Einheit der Fundamentalgruppe. Den einzelnen Ele- 
menten der Fundamentalgruppe entsprechen Klassen von geschlossenen 
Streckenzügen auf ®, die durch einen festen Punkt O gehen und in 
ihrer Verzerrbarkeit dadurch beschränkt sind, daf bei der Verzerrung O 
als Anfangs- und Endpunkt des Streckenzuges festbleiben mul. 


Anhaneg. ) 
Zu Kapitel I. 


Dem besonderen Zwecke des ersten Kapitels entsprechend wurden 
dort môglichst wenige Kunstausdrücke der Gruppentheorie eingeführt. 
Die Ergänzungen, die dieser Anhang bringen soll, erstrecken sich deshalb 
auch auf die gebräuchlichsten, im Texte nicht benutzten Bezeichnungen. 


Lehrbücher über Gruppentheorie: A. Speiser, Die Theorie der Gruppen 
von endlicher Ordnung. 2. Aufl. (1927); W. Burnside, Theory of groups 
of finite order. 2. Aufl. (1911). 

Lehrbücher der Algebra mit stark gruppentheoretischem Einschlag': 
O. Haupt, Einführung in die Algebra I, II (1929); R. Fricke, Lehrbuch 
der Algebra (1924—1928), besonders Bd. I und Il; H. Hasse, Hôhere 
Algebra I, II (1926—1927) [Sammlung Gôschen|. 


Zu $ 1. Die Bezeichnung ,Gruppe* rührt von É. Galois her, der über- 
haupt als Begründer der Gruppentheorie angesehen werden muk, wenn 
auch einzelne Sätze über Permutationsgruppen schon früher bekannt 
waren (vol. H. Burkhardt, Abbh. z. Gesch. d. Math. Bd. 6 (1892), S. 119). — 
Die hier gegebene Definition schlieBt sich an ©. Hôlder, vgl. S. 24 Anm, 
an. — Gruppen, in denen alle Hlemente vertauschbar (kommutabel) sind, 
heiBen kommutative oder Abelsche Gruppen. 


Zu $2. Die Zerlegung nach einer Untergruppe kommt schon bei 
Augustin Cauchy (Éxerc. d'analyse et de phys. math. Bd. 3, S. 184, 1844) 
vor; die Zeilen (ausschlieblich der ersten) der Zerlegung werden in der 
älteren Literatur als Nebengruppen bezeichnet, Statt dieser mikiverständ- 
lichen Benennung (Nebengruppen sind keine Gruppen) findet neuerdings 
(H. Hasse I, S. 58 u. 60) für die Zeilen (einschlieBlich der ersten) die Bezeich- 
nung ,Restklassen“ Aufnahme. Die Anzah]l der Restklassen heilt: ,[ndex 
der Untergruppe unter der Gruppe“. 


1) Besonders sei hier auf die beiden Artikel von E, Steinitz in der Encykl. d. math. Wiss. 
Bd. III und die dort angegebene, sehr zahlreiche Literatur hingewiesen: 
À, B. 5a, Konfigurationen der projektiven Ebenen; 
A. B. 12, Polyeder und Raumeinteilungen. 
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Zu $3 Der Name ,Isomorphismus“ wird ôfters dem (1)-Isomorphis- 
mus vorbehalten und der (v)-Isomorphismus mit , Homomorphismus“ 
bezeichnet (G. Frobenius u. I. Schur, Über die Aquivalenz der Grupper 
linearer Substitutionen, Berliner Ber. 1906, S. 209); gelegentlich kann man 
aber auch den entgegengesetzten Sprachgebrauch beobachten. — Elemente 
(und Untergruppen), die durch Transformation auseinander hervorgehen, 
heifen konjugiert. 

Zu 84. Die Permutationsgruppen bilden den historischen Ausgangs- 
punkt der Gruppentheorie, Die m Ziffern, um deren Vertauschungen 
es sich in erster Linie handelte, waren die Wurzeln einer Gleichung 
m-ten Grades. Es wird m der ,Grad“ der Permutationsgruppe genannt. 
Abweichend von diesem Sprachgebrauch bezeichnete H. Weber in seinem 
klassischen Lehrbuch der Algebra die Ordnung der Gruppe mit Grad. 
— Mit ,Permutation“ wird meistens sowohl die Operation des Umordnens, 
als auch die Anordnung der Ziffern bezeichnet, die das Ergebnis dieser 
Operation auf die in der Grundstellung angeordneten Ziffern ist. Im 
Text ist mit Permutation immer die Operation gemeint. 


Zu $6. Die bei der Erweiterung einer Figur eingeführte Bedingung: 
aus f, = fu; folgt f,, = fu“ ist nicht in allen Figuren erfüllt. Die Elemente 
der Figur seien z. B. vier Punkte; die Erweiterung besteht aus den sechs 
Verbindungslinien. Liegen nun die drei ersten Punkte auf einer Geraden, 
die aber nicht durch den vierten Punkt geht, so werden durch Ver- 
tauschung des ersten und vierten Punktes drei gleiche Verbindungslinien 
in drei voneinander verschiedene übergeführt. Um den Begriff der Erweite- 
rungsoruppe auch in diesem Falle anzuwenden, muB man alle sechs Ver- 
bindungslinien rein formal (etwa als Punktepaare) definieren. Dann erhält 
man sechs verschiedene Verbindungslinien, von denen drei denselben 
geometrischen Träger besitzen. Mit anderen Worten: Man definiert die 
Gleichheit der Verbindungslinien enger als vorher und zwar so, daf 
diese Gleichheit invariant gegen die Figurgruppe wird. Nach Anwendung 


dieses Hilfsmittels kann man in allen Fällen die Erweiterungsgruppe 
definieren. 


Zu $ 7. Die Sätze 18 und 19 wurden 1850 von A. Serret bewiesen. 
Journal de math. Bd. 11, S.1—70. Dort wird nämlich gezeigt, daf für 
n +6 eine Funktion von # Ziffern, die genau n verschiedener Werte 
fähig ist, in n — 1 Ziffern symmetrisch sein muB, während im Falle n — 6 
Gruppen der Ordnung 120 existieren, die keine Ziffer invariant lassen. 


Es sind das die Gruppen, die je eine ,rômische Ziffer“ invariant lassen 
und in den fünf anderen symmetrisch sind. 


Zu $8. Eine exakte Begründung der freien Gruppen wurde wohl 
zuerst von M. Dehn in einem nicht im Druck erschienenen Bericht » Über 
allgemeine Gruppentheorie und Topologie“ auf dem Naturforschertag in 
Leipzig (18.9. 1922) gegeben. In der Literatur findet man die Bezeich- 


nung ,freie Gruppe“ seit 1924 (J. Nielsen, Die Isomorphismen der freien 
Gruppen. Math. Ann. Bd. 91, S. 169) 


Zu Kapitel II, 997 


Zu Kapitel IL. 


Literatur zur kombinatorischen Flächentopologie. 


Analysis situs von M. Dehn und P. Heegaard; Encykl, d. math. Wiss. Bd. IV AB3 (abge- 
schlossen im Januar 1907). Dieser Artikel enthält eine Übersicht über die damals bekannte 
Literatur, Es mag deshalb genügen hier von der älteren Literatur nur die klassischen Arbeiten 
von H. Poincaré zu nennen: Analysis situs [Journ, d. l’éc. polyt. (2) Bd. 1, S. 1—121] und 
fünf Compléments [Palermo Rend. Bd. 13, S. 285—343. — London math. soc. proc. (1) Bd. 32, 
S. 277— 3808. — Bull. soc. math. der France Bd, 80, S. 49— 70. — Journal de math. (5) Bd. 8, 
S. 169—214. — Palermo Rend. Bd. 18, S. 45—110]. Von Poincaré wurde auch eine analytische 
Formulierung der Inzidenzbeziehung durch Matrizen rechnerisch verwertet, besonders für die 
Topologie in # Dimensionen. Auf dieser Grundlage sind dann besonders aufgebaut: H. Tietze: 
Uber die topologischen Invarianten mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten, Monatshefte für 
Math. u, Phys. Bd. 19 (1918), S. 1—118 und O. Veblen: Analysis situs, Cambridge Colloquium 1916 
Part II; doch liegt der Schwerpunkt dieser Schriften auf dem Gebiete der Topologie in beliebig 
vielen Dimensionen. Ferner E. Steinitz: Beiträge zur Analysis situs, Arch. d. Math. u. Phys. (3) 
Bd, 13; W. Mayer: Über abstrakte Topologie, Monatsh. f. Math, u. Phys, Bd. 36, Auf 
dem Gebiete der Flächentopologie interessierten besonders die Fragen nach den Beziehungen 
geschlossener Kurven auf einer Fläche zueinander und nach den môglichen Transformationen 
einer Kläche ïin sich. Hier sind besonders M. Dehn und die an seine Forschungen an- 
knüpfenden Arbeiten zu nennen. M. Dehn: Über die Transformation der Kurven auf zwei- 
seitigen Flächen, Math. Ann. Bd. 72 (1912), S. 413—421. Über Kurvensysteme auf zweiseitigen 
Flächen mit Anwendung auf das Abbildungsproblem. Vortrag im Breslauer math. Colloquium 
12. 2. 1922 (autographiert), J. Nielsen: Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zwei- 
seitigen Flächen I und II, Acta Mathematica Bd, 50, S. 189—358 und 53 S. 1—76. Über topo- 
logische Abbildungen geschlossener Flächen. Hamb. Sem. Abh. Bd, 8, S, 246—260, Zur Topologie 
der geschlossenen Flächen, Berichte des 6, skand. Math. Kongr. S. 263—276. KR. Baer: Kurven- 
typen auf Flächen, Journal für Math. Bd. 156, S. 231—246. Isotopie von Kurven auf orientierbaren, 
geschlossenen Flächen und ihr Zusammenhang mit der topologischen Deformation der Flächen, 
Journal für Math, Bd. 159, S. 101—116, H. Gieseking: Analytische Untersuchungen über topo- 
logische Gruppen, Dissertation 1912. Ein rein kombinatorischer Beweis des Hauptsatzes von 
$ 4 wurde erstmalig von H, KR. Brahana in Systems of circuits on twodimensional manifolds, 
Annals of Math. (2) Bd. 23, S. 144—168 verôffentlicht; im Text hat aber Verfasser eine seit 1922 
mehrfach in Vorlesungen vorgetragene etwas abweichende Fassung beibehalten. Kerner ist das 
bekannte Buch von H. Weyl: Die Idee der Riemannschen Fläche (Leipzig 1913) zu nennen 
und die zur Ergänzung dieses Buches geschriebene Note: Strenge Begründung der Charakteristiken- 
theorie auf zweiseitigen Flächen, Jahresber. D. M. V. Bd. 25, S. 265—278. Endlich kônnen noch 
die einschlägigen Arbeiten des Verfassers Math. Zeitschr. Bd. 16, S. 148—158; Bd. 22,S. 45—61, 
Leipz. Ber. Bd. 75, S. 62—67, S. 127—131; Bd. 78, S, 256—267. Christian Huygens Bd, 2, 
S. 307—314 Erwähnung finden, 


Unverzweigte Überlagerungsflächen. 


Der Zusatz ,unverzweigt“ ist deshalb nôtig, weil in der Funktionen- 
theorie auch verzweigte Überlagerungsflächen betrachtet werden. In 
diesen Fällen gibt es Verzweigungselemente, denen auf der Überlagerungs- 
fiche weniger als » Elemente entsprechen. Man kann z. B. einer in 
n Zweiecke geteilten Kugel K, eine in 2n Zweiecke geteilte Kugel K, 
zweiblättrig verzweigt überlagern; dem m#m-ten Halbkreis von X,; sol 
dann jeweils der m-te und der (m—+n)-te Halbkreis von K, überlagert 
sein; entsprechend werden den Zweiecken von K, je zwei Zweiecke von K, 
zugeordnet; dagegen sind die beiden gemeinsamen Endpunkte der Halb- 
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kreise von X, eindeutig den Endpunkten der Halbkreise von K, zu- 
geordnet. Diese beiden Punkte sind also Verzweigungspunkte. Von 
solchen verzweigten Überlagerungen ist aber in diesem Buche auRer- 
halb des Anhangs nicht die Rede. 

Die Zyklen von Strecken und Zellen, die an einen Punkt P grenzen, 
sind (l)-isomorph zu den Zyklen, die an die » entsprechenden Punkte 
P1,..., P* der »-blättrigen Überlagerungsfläche grenzen. Ist nämlich 


S1, Zi» Sos Los CCC} Sm 2m 


der Zyklus von Strecken und Zellen, der zu P gehôrt, und sind den s; 
jeweils s*, den z; jeweils 2} überlagert (4 — 1, ..., »; 1—1, ..., m), so ist 
jedes sŸ mit genau einem P* inzident; es bestehen also zwischen diesen 
Strecken und Punkten insgesamt »m Inzidenzen. Da aber bei der Abbil- 
dung von P auf PF jedem inzidenten Paar P, s; mindestens ein inzidentes 
Paar PF, sl entsprechen mul, ist PF mit mindestens m Strecken s! inzident, 
da insgesamt nur »m solche Inzidenzen bestehen, gehôren daher zu P° 
genau m Strecken, die mit sŸ bezeichnet werden kônnen. Jede mit P° 
inzidente Strecke muB nach Definition einer Strecke s; überlagert sein; 
daraus folgt, da die Zyklen der P aus je m Strecken und Zellen bestehen. 
Die Zellen müssen den z; überlagerte zŸ sein und daraus kann man 
schlieRen, da8 die s*, 7 dieselbe zyklische Reiïhenfolge im Zyklus von P# 
haben, wie die s;, z; im Zyklus von P. Bei diesen Schlüssen wurde 
wesentlich davon Gebrauch gemacht, daB die Anzahl der Elemente 
endlich ist. Läft man unendlich viele Elemente zu, wie das in Kap. VI, 
$ 11 geschieht, so mu die Definition der unverzweigten Überlagerungs- 
flâche noch besondere Bedingungen enthalten, welche ausdrücklich Fälle 
ausschlieBen, in denen mehrere derselben Strecke s; überlagerte Strecken 
mit demselben Pf inzident sind. 


Der Begriff der nektischen Fläche. 


An dieser Stelle ist von der sonst üblichen Terminologie absichtlich 
abgewichen worden. Man pflegt sonst zwei Komplexe (oder sonstige 
topologische Mannigfaitigkeiten) als verwandt (elementarverwandt, homôo- 
morph) zu bezeichnen, wenn sie durch (1)-Isomorphismen, Unterteilungen 
und Verschmelzungen ineinander übergeführt werden kônnen. Eine 
Klasse verwandter komplektischer Flächen definiert dann eine nektische 
Fläche., In diesem Sinne gibt es also nur eine einzige nektische Sphäre, 
überhaupt nur eine einzige nektische Fläche vom Geschlecht p. Im 
Gegensatz dazu verlangt die im Text gegebene Definition, daf zwischen 
den verwandten Komplexen eine Zuordnung nicht nur môglich, sondern 
in bestimmter Weise gegebenist. Überdies wird dabei zugelassen, daf 
noch weitere Operationen an den komplektischen Flächen der betreffenden 
Klasse vorgenommen werden, die mit einer bestimmten Zuordnung der 
alten und neuen Elemente verbunden sind. Es sei z. B. eine beliebig'e 
geometrische Kugel durch zwei Meridiankreise in vier Zellen, vier Strecken, 
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zwei Punkte eingeteilt, Es soll zugelassen werden, daf die Kugel durch 
Meridian- und Breitenkreise in beliebiger Anzahl weiter zerlegt werde 
und beliebige Strecken- und Zellverschmelzungen vorgenommen werden. 
Die Zuordnung der Elemente bei jeder Operation ist hier durch das 
geometrische Modell selbst gegeben. Diese werdende Folge von kom- 
plektischen Flächen definiert eine nektische Fläche (nektische Sphäre). 
Jede einzelne komplektische Fläche, die diese nektische Fläche repräsen- 
tiert, besteht aus endlich vielen Klementen; die Anzahl der Elemente, 
die auf den repräsentierenden Flächen auftreten kônnen, ist im vor- 
liegenden Beispiel nicht beschränkt. Die Zuordnung zwischen den Elemen- 
ten zweier komplektischen KFlächen, welche dieselbe nektische Fläche 
repräsentieren, ist nicht immer ein-eindeutig. Es gehôürt aber zu beliebig 
vielen Repräsentanten immer eine Feinteilung, die eindeutig auf jeden 
dieser Repräsentanten bezogen ist und jede Feinteilung liefert dieselbe 
Beziehung zwischen den Repräsentanten. Eine solche nektische Sphäre 
scheint ein geeignetes Modell zu sein, um die Geometrie auf der Kugel 
intuitionistisch (im Sinne von L. E. J. Brouwer und H. Weyl) zu deuten 
und zu rechtfertigen; entsprechend kann man auf anderen Flächen oder 
sonstigen Gebilden eine intuitionistische Geometrie und Funktionentheorie 
begründen, die sich in ihren Resultaten vielleicht gar nicht sehr von 
der klassischen Mathematik unterscheiden wird. Tatsächlich ist dieses Ver- 
fahren auch schon von H. Weyl angewendet worden, um den Fundamen- 
talsatz der Algebra intuitionistisch zu deutent) und zu beweisen. Das 
nektische Gebilde, in dem dort gearbeitet wird, besteht aus einem Quadrat 
der Zahlenebene, das durch fortgesetztes Halbieren der Kanten in quadra- 
tische Maschen zerlegt wird Das Quadrat ist so gewählt, dal der 
Absolutwert einer gegebenen, ganz rationalen Funktion f(x) auBerhalb 
dieses Quadrates grôRer als eine positive Zahl ist. Nun wird dort gezeigt, 
daB auf jedem Repräsentanten dieses nektischen Gebildes nullstellen- 
behaîftete Quasizellen vorkommen, denen eine gewisse positive Zahl (die 
Vielfachheit der Nullstellen) #(g) zukommt. Hierbei ist Zn(qg) —n der 
Grad von f(x). Bei jeder Unterteilung treten in den nullstellenbehafteten 
Quasizellen (und nur in diesen) wieder solche auf und zwar ist die Saumme 
der zugehôrigen #n(q) genau der zur alten Zelle gehôrige Wert von » (g). 
Zuletzt wird noch gezeigt, da bei genügend vorgeschrittener Unter- 
teilung die nullstellenbehafteten Quasizellen beliebig klein werden. Dieses 
Beispiel ist charakteristisch für die Verwendung der nektischen Gebilde 
in der Analysis Man kann aber auch nektische Flächen in anderer 
Weise definieren und anwenden. z. B. durch eine materielle Kugel, 
deren Oberfläche durch aufgezeichnete Striche eingeteilt wird und weiter 
geteilt werden darf. Hier wird nicht verlangt, da8 die Unterteilung 
beliebig oft wiederholt werden kann. Räume dieser Art treten immer 
dort auf (als Argumenträume und als Funktionsräume), wo die Probleme 
mit Unbestimmtheiten behaîftet sind, also überall in der angewandten 


1) Randbemerkungen zu Hauptproblemen der Mathematik. Math, Zeitschr. Bd. 20, S. 142—150. 
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Mathematik:), zu der auch die Ansätze zu einer natürlichen Geometrie 
von M. Pasch und J. Hjemslev zu rechnen sind?) 

Für die Definition der nektischen Gebilde, wie sie im Kap. II gegeben 
wurde, ist die Gültigkeit der Sätze 11 und 11 entscheidend. Entsprechende 
Sätze gelten auch für Gebilde von drei und vier Dimensionen®); für 
hôhere Dimensionen ist diese Frage noch nicht entschieden. 


Einteilung einer Kugel durch Hauptkreise. 


Es soll hier noch der auf S. 83 versprochene Beweis dafür erbracht 
werden, daf die von # Hauptkreisen erzeugte Einteilung einer Kugel als 
komplektische Fläche vom Geschlechte 0 anzusehen ist. 

Eine Kugel x?+w®+2—1 wird durch einen Hauptkreis #& in 
zwei Teile geteilt; den Punkten der einen Halbkugel wird das Vor- 
zeichen +, den Punkten der anderen Halbkugel das Vorzeichen — zu- 
geteilt, den Punkten des Hauptkreises selbst das Zeichen 0. 

[Analytisch: Es sei L(x, y, 2) = a-x + B-y + y:2— 0 die Gleichung der 
Ebene des Hauptkreises mit aæ+B2+72=— 1. Je nachdem /(a, b, c) 0, 
wird dem Punkte (a, b, c) der Kugel das Zeichen +, 0, — zugeteilt; dem 
Punkte (a, B, y) also +, und dem Punkte (— a, —8, — 7) daher —],. 
Verbindet man zwei Punkte mit entgegengesetzten Vorzeichen + oder — 
durch einen Hauptkreisbogen b, so mul b den Hauptkreis 4 treffen; 
haben aber beide Punkte dasselbe Vorzeichen + oder —;, so gibt es 
einen verbindenden Hauptkreisbogen b < x, der k nicht trifft, zu dessen 
Punkten also dasselbe Vorzeichen gehôrt. Hat man m Hauptkreise 
k1, -.., L,, .-., km, SO Wird jedem Punkte der Kugel ein System von m 
Zeichen (+, —, 0) zugeteilt: die ,Signatur“ des Punktes. In der 
Signatur des Punktes P charakterisiert das »-te Zeichen die Lage von 
P hinsichtlich #, (» — 1, ..., m). Kommt in der Signatur von P mehr 
als eine 0 vor, so ist P Schnittpunkt mehrerer Hauptkreise k,; solche 
Punkte kônnen also nur in endlicher Anzahl u<m(m — 1) auftreten. 
(NB. Zwei verschiedene solche Schnittpunkte haben dann und nur dann 
dieselbe Signatur, wenn sie Diametralpunkte sind und alle k4, durch sie 
hindurchgehen). Der Kreis Z, wird von den m — 1 anderen Hauptkreisen 
in hôchstens 2 (m—1) Bôgen zerlegt. Auf jedem solchen Bogen liegen 
alle Punkte auf derselben Seite jedes Hauptkreises 4, (u + »), sie haben 
also alle dieselbe Signatur (an »-ter Stelle eine 0). Punkte verschiedener 
Bôgen werden aber durch mindestens einen Hauptkreis k, voneinander 
getrennt, haben also verschiedene Signaturen. Jeder vorkommenden 
Signatur mit genau einer 0 entspricht also eindeutig ein Bogen. Ist P 
der Endpunkt eines solchen Bogens b, so unterscheidet sich die Signatur 


1) Approximationsmathematik im Sinne von F. Klein, 

a} M. Pasch: Die Begriffswelt des Mathematikers in der Vorhalle der Geometrie, Leipzig 1922, 
J. Hjemslev: Die natürliche Geometrie, Hamburger Sem. Abh. Bd. 2, S. 1—36. 

*) E. Bilz: Beitrag zu den Grundlagen der kombinatorischen Analysis situs, Math, Zeitschr. 


Bd. 18, S.1—41, Vel. auch H, Kneser, Jabhresber, D. M. V. Bd. 84; Newman, Amsterdam 
Ak. Proc. Bd. 29, | 
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von P von der Signatur von b nur hinsichtlich der k,, die durch P hin- 
durchgehen; es entsteht also die Signatur von P aus der von b durch 
Nullsetzen gewisser Vorzeichen. Hat andererseits P’ eine Signatur 5, 
in der nur an y-ter Stelle die 0 steht, und entsteht die Signatur © von 
P aus ©’ durch Nullsetzen von Vorzeichen, so ist P’ nicht Diametral- 
punkt von P, und es gibt einen Bogen P P'<x auf k,; seine Signatur 
ist dann Z. Es ist also P Grenzpunkt des Bogens PQ, der durch die 
Signatur Æ bestimmt wird. Folglich ist der Schnittpunkt P mehrerer 
Hauptkreise dann und nur dann mit dem durch die Signatur X’ bestimmten 
Bogen von #4, inzident, wenn die Signatur # von P aus der Signatur © 
durch Nullsetzen eines oder mehrerer Vorzeichen entsteht. Jeder solche 
Bogen hat zwei Grenzpunkte; da ferner jeder Hauptkreis jeden anderen 
schneidet, bildet die (resamtheit der durch die Signaturen bestimmten 
Punkte und Hauptkreisbôgen auf der Kugel einen Streckenkomplex. 
Haben zwei Punkte P, und P, dieselbe Signatur ZX, in der keine 0 
vorkommt, so sind P, und P, keine Diametralpunkte, kônnen also durch 
einen Hauptkreisbogen $f<x verbunden werden. Alle Punkte von f 
liegen auf derselben Seite von #, (7 — 1, ..., m) wie P, und P,, haben 
also dieselbe Signatur wie P, und P,. Die Gesamtheit aller Punkte mit 
dieser Signatur Z soll Flächenstück heïifien. Man kann also zwei 
Punkte desselben Flächenstückes F durch einen ganz in ihm verlaufenden 
Hauptkreisbogen $ < x verbinden (Konvexität des Flächenstückes). Legt 
man durch einen Punkt P von F einen Hauptkreis k, so wird dieser 
von den Hauptkreisen k,, ..., k&, in (hôchstens 2m) Teilbôgen zerlegt. 
Die Punkte jedes Bogens haben dieselbe Signatur (und zwar ohne 0), 
gehôren also zum selben Flächenstück; verschiedene Bôgen von # ge- 
hôren zu verschiedenen Flächenstücken; die Signaturen der Grenzpunkte 
eines Bogens von £ entstehen durch Nullsetzen von (einem oder mehreren) 
Vorzeichen in der Signatur dieses Bogens. Entsteht umgekebrt die 
Signatur von Q durch Nullsetzen gewisser Vorzeichen eines Flächen- 
stückes F, so kann man einen beliebigen Punkt P von F mit Q durch 
einen Hauptkreisbogen verbinden, der ganz in F liegt, Die Begrenzung 
eines Flächenstückes F besteht also aus Schnittpunkten und Bôgen 
der k,. Jeder Bogen b der k, grenzt an genau zwei Flächenstücke F, 
und F,; legt man nämlich durch einen Punkt Q von b einen Haupt- 
kreis £+k,, so begrenzt Q auf k& zwei Bôgen, die zu verschiedenen 
Flächenstücken F, und F, gehôren; die Signaturen von F, und F, ent- 
stehen aus der Signatur von b dadurch, daf man die einzige 0 dieser 
Signatur durch + bzw. — ersetzt. Andere Flächenstücke kônnen dann 
nicht an b angrenzen. Es mul jetzt nur noch gezeigt werden, dab 
1. die an einen Schnittpunkt angrenzenden Bôgen und Flächenstücke 
einen Zyklus bilden, 
2, die an ein Flächenstück angrenzenden Bôgen und Schnittpunkte 
einen Zyklus bilden, 
3. —@+ou—æ+2—0, wobei &,@,@, die Anzahl der Schnitt- 
punkte, Bôgen, Flächenstücke ist. 


302 Anhanpg. 


D md 
1. Der Schnittpunkt P habe die Signatur 2 —0,..., 0, 27, listialso 


Schnittpunkt von q Hauptkreisen 4, ..., k, (ohne Einschränkung der 
Allgemeinheit); P begrenzt daher 2q Bôgen b; mit den Signaturen 
D Slt 120) Die haben auf der Kugel eine zyklische 


Reïhenfolge, entsprechend den Winkeln, die die Ebenen von k; in ihrem 
Büschel bilden. Da es noch vwillkürlich ist, welche Halbkugel immer 
das Zeichen +, und welche das Zeichen — enthält, so kann man ohne 
Einschränkung der Allgemeinheit annehmen: 


D = D bien 
S= 0, +... +: 2,0 E,..., +... = ,-.., —, 0 und daher 
ç" . . 4 
NEPAL RES) 


Dann mu es Flächenstücke F; geben mit den Signaturen 
Si l:c1210) 


wobei die 3; aus den Z* dadurch hervorgehen, dal man 0 durch + und — 
ersetzt. Man erhält so nur die Signaturen 


= Sn CS DE, +, es T5 . 2 —= —; y —) +; 
2 = --.) ces Log = +; ….) +, Re 


Esibiden tdaher 0 US D Eu reinentZyrelus 

2, und 3. Beweis durch vollständige Induktion. Für m —2 sind die 
Behauptungen richtig; ferner g'ilt hier, daB ein beliebiger Hauptkreis £ +k, 
die Berandung eines Flächenstückes in hôchstens zwei Punkten trifit. Es 
wird angenommen, dafi diese drei Eigenschaften im Falle m—1l den 
Teilungen zukommen, und bewiesen, daË dann dasselbe für m—1+1 
gelten mu. F sei ein Flächenstück der durch %,, ..., &; erzeugten 
Teilung mit einer Signatur Z. Liegen alle Punkte von F auf derselben 
Seite von k£y:1, so haben sie in der von k,, ..., k,, erzeugten Teilung 
alle dieselbe Signatur (entweder Z, + oder X, —), und diese Signatur ist 
für F charakteristisch; F ist also Flächenstück der neuen Teïilung. Liegen 
aber nicht alle Punkte von F auf derselben Seite von k,,,, so gibt es 
auf £;, einen Bogen b mit der Signatur 5, 0, dessen Endpunkte P, und P, 
auf der Begrenzung von F liegen. F zerfällt dann in der neuen Teilung 
in F” (Signatur 5, +), F” (Signatur 5, —) und b. Die Berandung von F 
bildet einen Zyklus P,, 0,, P,, 6, von Hauptkreisbôgen der k4,,..., 4 
und Schnittpunkten der #,,...,k3,,. Die Grenzpunkte von F’ und F” 
müssen Signaturen haben, die durch Nulisetzen eines Vorzeichens in 3, + 
und %, — entstehen; es ist das also b und die Punkte und Bôgen von 
F0, 0 0 Darcdieser Zyklus nur in den Punkten P, und P, von k,, 
geschnitten werden kann, liegen 6, und 6, ganz auf einer Seite von ky:,. 
Hat etwa 6, als (1 + 1)-tes Vorzeichen +, so gehôrt 6, zur Begrenzung 
von #”, aber nicht zur Begrenzung von F”. Da aber die Begrenzung 
von À” nicht nur aus dem Bogen b bestehen kann, hat 6, als (J + l)-tes 
Vorzeichen —, Es sind daher die Zyklenn Po RP NO PP No DRE 
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die Begrenzungen von Æ” bzw. F”. Die Einführung von #,,, in die Teilung 
stellt eine Unterteilung der früheren Teilung dar; daher wird —@,+-œ,—@,+ 2 
nicht geändert, Würde nun ein Hauptkreis k + k,, ..., k:. die Be- 
grenzung von F” in mehr als zwei Punkten treffen, so müBte einer dieser 
Punkte Q auf b und zwei andere: Q, und @, auf 6, liegen. F würde 
dann von # in einem Bogen Q, Q, geschnitten, der Q enthält. Dann 
müften aber .Q, und Q, auf verschiedenen Seiten von #4; liegen, im 
Gegensatz zu der Annahme, da sie zu 6, gehôren. Damit ist der Induktions- 
schluf vollständig und es ist so bewiesen, daR die durch m Hauptkreise 
auf einer Kugel erzeugte Teilung in (konvexe) Flächenstücke, Haupt- 
kreisbôgen, Schnittpunkte als geschlossene komplektische Fläche F# mit 
P—1—0 angesehen werden darf. 


Zu Kapitel I. 


Es wird vielleicht manchem Leser von Nutzen sein, wenn er an dieser 
Stelle an einige elementare Formeln der analytischen projektiven Geometrie 


erinnert wird. 


PP VRP tp, Seten n°ver- 
schiedene Punkte auf einer Ge- 
raden h. 

P —= 0 (æ;, La za). 


Dann ist o(Zax", Zax,, Za*x;) 


entweder das geometrisch bedeu- 
tungslose Tripel (0, 0, 0) 

oder das Koordinatentripel eines 
Punktes auf X. 

AulBer im Falle a = b = 0, stellt 
e(ax'+bx?, ax; +bxr, ax; +bx:) 
= e(axz + 0x) 

immer ein Punkt P von À dar. 
Setzt man P’—0’(a'x; + b’ x), so ist 

PONT. a’ b 
das Doppelverhältnis | P nn VA 
Die Verbindungsgerade P, P, hat 
die Koordinaten 


HO, eee Un SCICRINAVer- 
schiedene Strahlen eines Bü- 
schels mit Zentrum Q. 

À A LIN 

J—i0; (Ce Us Us). 


Dann ist o(Zaïu, Zaîu;, Zaîu;) 


entweder das geometrisch bedeu- 
tungslose Tripel (0, 0, 0) 

oder das Koordinatentripel eines 
Strahles durch Q. 

Aufer im Falle a — b = 0, stellt 
o(aui+bu, au;—=bu;, au;+bu:) 
— o(auz + D ui) 
immer eine Gerade g durch Q dar. 
Setzt man g = (au; + b'uÿ), so ist 


È "D 
das Doppelverhältnis (3 | =” 
99 


Hire 
Der Schnittpunkt {g,g,} hat die 
Koordinaten 
(hi Cu de lu U Vu 


Auch sei an dieser Stelle auf die Rechnungen von S. 141—143 und 
die Identitäten auf S. 188 u. 200 zurückverwiesen. 
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Zu 8 6 (Môbiustetraeder). 
Bei der Charakterisierung einer Môbiuskonfiguration durch vier Zahlen 


3, Los gs La; Q1 + Ga + Gs + da = 0; 1%: 3 di Æ 0 


blieb noch die Vertauschung der vier Zahlen und ein gemeinsamer 
Faktor e=0 der a; willkürlich. Es ist daher môglich, die Môbius- 
konfiguration eindeutig durch zwei unabhängige Variable zu charakte- 
risieren, die nur an gewisse Ungleichungen gebunden sind. 

Da zunächst die a; willkürlich vertauschbar sind, wird die Konfiguration 
durch die symmetrischen Grundfunktionen der a; bestimmt; von diesen 
muB die erste verschwinden, die vierte von Null verschieden sein; sie 
sind bestimmt bis auf einen Faktor 9, wobei » jeweils der Grad der 
symmetrischen Grundfunktion ist. Man kann daher bei festgehaltener 
zweiter und vierter Grundfunktion das Vorzeichen der dritten umkehren. 
Führt man also eine unabhängige Variable1) f ein, so ist 


F(tj=(t—-a)(t(—-@)(t—a)(t(—a;)=t#+at +bt+c, c+EO, 


und es sind a, b, c die zweite, dritte, vierte symmetrische Grundfunktion 
der &. Da es auf das Vorzeichen von b nicht ankommit, ist das Problem 
durch die kubische Resolvente von F(t) 


p(t)=#+2at +(a?—4c)t —b? 


vollständig bestimmt. Sind 2,, 2, z, die Wurzeln von œ(t), so kann 
man ansetzen 


= Va+ Va + Ve, 
CN En 
Ga = — Ve + Va — Vas, 
Ga = — Vi — Vas + Vas. 


Damit die a; alle reell sind, müssen die z; null oder positiv sein. Hierfür 
ist notwendig und hinreichend, dafi a < 0, «& —4c=0, Diskr. (p)=0 ist. 

Die Koeffizienten von œ@(t) bestimmen das Problem, sind aber durch 
dieses nur bis auf die zweite, vierte, sechste Potenz von @ bestimmt. 
Wegen a <0 genügt es daher, die von g unabhängigen Zahlen 


(REC Pa —{#ÿ@ 
4 a Te CPL 


ne 
) Die hier als bekannt vorausgesetzte Auflôsungsmethode biquadratischer Gleichungen findet 


man auber in den Lehrbüchern der Algeb i Î ädi 
gebra auch in Weber-Wellstein: E - 
mentar-Mathematik I, S. 319—3921. A Te 
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zu kennen. Die bisher aufgestellten Ungleichungen erhalten dann die 
Form: 


B+2 820 720, D(By)=4 (58) —3 (37-684 50 


Diese Bedingungen sind notwendig und hinreichend. Die Werte (B, y), 
die diesen Bedingungen genügen, liegen in der (8, y)-Ebene im ersten 
Quadranten zwischen zwei Asten der Kurve D(8,7)—0, die von (0,0) 
und LE 0) nach É = führen. Die Punkte auf der Ordinate ee 

4’ 3° 27 P— 4 
sind dabei wegzulassen; für sie müfite c — 0 gesetzt werden, was den 
Ausnahmegeraden a; — 0 der Abb. 38, S. 128 entspricht. Die Randstrecke 
7 = 0 entspricht den Geraden a; + a; = 0, die Randstrecken D (8, y) — 0 
den Geraden a; — a; — 0, der Punkt e _ entspricht den Punkten 
Gi + 4 = dj + a —=0 und der Punkt (0, 0) den Punkten à; = 4 = &. 
Dem durch die zulässigen Werte ($, y) definierten Flächenstück ist die 
gemäB Abb. 38 eingeteilte Ebene À überlagert und zwar 24-blättrig 
mit Verzweigungen am Rande. 
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Die in $ 6 entwickelte Anwendung der polyedralen Konfigurationen 
auf die Statik rührt von G. Jung her!) 


Zu Kapitel VI. 


Beweis des Hilfssatzes zu Satz 12, S. 283. 


Das konvexe Polygon 11, liegt ganz im Winkelraum f, für den Beweis 
genügt es also zu zeigen, daB das Polygon ZZ, ganz im Winkelraum 
2x —B liegt. Der Beweis wird in vier Schritten erledigt. 

1. Die Summe der Innenwinkel eines einfachen a-Ecks ist <x (a — 2), 
und zwar gilt das Gleichheitszeichen im Euklidischen, die Ungleichheit 
im hyperbolischen Fall Man kann nämlich das a-Eck in konvexe Poly- 
gone zerlegen, wie auf S. 83 gezeigt wurde. Die konvexen Polygone 
kônnen dann von einer Ecke aus in Dreiecke zerlegt werden. Dabei 
sollen b Teilpunkte auf den Randstrecken des a-Ecks und c Teilpunkte 


1) G. Jung: Sull’ equilibro dei poligoni articolati in connessione col problema delle configura- 
zioni Ann. di mat. (2) Bd. 12, S. 169. 


Levi, Geometrische Konfigurationen. 20 
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im Innern auftreten. Für die Anzahlen «&,, «,, «, der Zelleinteilung g'ilt 
dann 
dœ—utoa=l, a+b+c—a«, 3 a; = 20 —0b — a, also 
a—2 — ay —b —2 c. 


Da die Gesamtwinkelsumme aller Teildreiecke im Euklidischen Falle 
— x @,, im hyperbolischen Falle < x a, ist, mul die Summe der Innen- 
winkel der oben genannten Ungleichung genügen. 

2. Aus 1 folgt, da im einfachen a-Eck mindestens drei Innenwinkel 
vorkommen, die << x sind. 

3. Sind alle Innenwinkel <x, so ist das Polygon konvex. — Sonst 
kônnte man nämlich zwei Randpunkte angeben, die sich durch eine ganz 
im ÂuBeren des Polygons liegende Strecke verbinden lassen. Diese 
Strecke müfite dann vom Âuberen ein Polygon abschneiden, das hôchstens 
zwei Innenwinkel << x besitzt, was nach 2 unmoôglich ist. 

4. Es sei nun À der Scheitel des Winkels 2x —$. Dann kann man 
durch À eine Gerade h legen, die durch keinen anderen Eckpunkt des 
Polygons geht und deren eine Halbgerade #’ den Winkelraum 2x —8$8 
in zwei Winkel a, und a, zerlegt, die beide < x sind. Die komplemen- 
täre Halbg'erade }” kann den Rand des Polygons nicht treffen, da sie 
sonst im Wiederspruch zu 2 vom AufBenraum ein Polygon abschneiden 
müfite, das weniger als drei Innenwinkel << x hat. Aus demselben Grunde 
kann k den Polygonrand auler in À nur noch einmal in À’ treffen. 
Die Strecke À 4’ zerlegt daher ZZ in zwei Polygone, deren Innenwinkel 
alle <% sind. Nach 3 sind sie konvex; das eine liegt also im Winkel- 
raum &,, das andere in &, und daher liegt ZI, im Winkelraum 2x —p, 
w. Z. b. w. 


Sach- und Namenverzeichnis. 


Die Zahlen bedeuten die Seiten des Buches. 
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